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(Met Figuren in den tekst.) 


CULEMBORG. 
BLOM & OLIVIERSE. 
1898. 


De peoefening der Wiskunde leidt tot stel 
selmatig denken. Zij gewent aan kortheid 
van uitdrukking, aan bondige redeneering:. 

“ Zij scherpt het oordeel en beoogt bij een 
minimum van omvang een maximum van 
inhoud. 


In het Tijdschrift „DE VRIEND DER WISKUNDE” 
stellen wij ons voor de belangrijkste onderdeelen der lagere 
wiskunde te behandelen, nu eens door eene meer wilwoerige 
beschouwing van eenig hoofdstuk wit de Theorie te leveren, 
dan door eene reeks van Vraagstukken te geven, ten einde 
dwidelijk te doen worden, wat bij de studie moeielijkheid 
opleverde. Hierbij zullen wij ons er vooral op toeleggen 
om de studie voor het examen te vergemakkelijken. — Ver- 
der zullen wij de schriftelijke opgaven van verschillende 
ewamens onder de aandacht onzer lezers brengen, uit andere 
zelf eene keuze doen, en den inteekenaars in de gelegenheid 
stellen de oplossing te vragen van vraagstukken ‚ waarmede 


zij moeite hebben. 
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Zi Programma Akte-examen Wiskunde L. O. (Vak Pp.) | 


a. Kennis van de vlakke meetkunde, de vlakke driehoeks- 
meting en de stereometrie. 

_b. Kennis van de lagere algebra tot en met de vierkants- 
vergelijkingen, alsmede van de reken- en meetkunstige reeksen 
en de logarithmen. 

c. Vaardigheid in het oplossen van eenvoudige stel- en 
meetkundige vraagstukken. 

_(Kon. Besl., Staats-Courant, 28/29 Dec. 1890.) 


Akte-Examen Wiskunde L. O., Dinsdag 2 Nov. 1897. 


Planimetrie (8 u. 45'—10 u. 15’). 


1. De afstand van een willekeurig punt van een cirkel- 
omtrek tot een willekeurige koorde is middelevenredig tus- 
schen de afstanden van dat punt tot de raaklijnen , uit de uit- 
einden der koorde aan den cirkel getrokken. 

2. AB en CD zijn twee loodrechte middellijnen van een 
cirkel. Uit D wordt met DA als straal een cirkelboog AB 
beschreven, die CD in B snijdt. Men vraagt te bewijzen , 
dat de inhoud van het deel van den cirkel, begrensd door de 
bogen ACB en AEB, gelijk is aan den inhoud van A DAB. 
_ 8. Van een driehoek zijn gegeven de 3 stukken, waarin 
een hoogtelijn door den omtrek van den ingeschreven cirkel 
wordt verdeeld, Construeer den driehoek. 


Algebra (10 u. 15'—11 u. 45). 
1. Los « op uit de vergelijking : 
al 21 


Te gi 


8 ; —J 32 à = 16400. 

2. ’tProduct van de wortels eener vierkantsvergelijking a en 
hun positief verschil b' noemende, is gegeven, dat het product 
van a en 5 = — 1820 en hunne som, vermeerderd met de som 
hunner tweedemachten, 8610 is. Welke is de vergelijking ? 
De Vriend der Wiskunde. XIII 
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3. In welke gevallen is de som van de derde machten van 


twee geheele getallen een drievoud ? | 
In welke gevallen is het verschil der derde machten van 
twee geheele getallen een drievoud ? 


Stereometrie (1 u.—2u. 30). 


1. Te bewijzen: de hoek, dien eene lijn in een vlak maakt 
met hare projectie op een ander vlak, is kleiner dan, hoog- 
stens gelijk aan, den standhoek der beide vlakken. _ 


2. Van een viervlak zijn drie ribben, in één hoekpunt 


samenkomende, elk 1 M. en onderling loodrecht geplaatst. 
Hoe lang zijn de stralen van den om- en den ingeschreven bol ? 

3, Te bewijzen, dat een regelm. achtvlak door een vlak, 
dat midden tusschen twee overstaande zijvlakken daaraan even- 
wijdig loopt, volgens een regelmatigen zeshoek gesneden wordt. 


Goniometrie en Trigonometrie (2u. 30'—4 u.). 


1. Bereken alle waarden van p, die voldoen aan: 
seo (HOLD sin 102°10'5”. eos 210°5’10” eosec 160°3'2° 
tg 315-555’ cot 413°7'207 
2. Bewijs, dat in elken driehoek ABC: 
b—2acosC ‚ c—2beosA  a— 2eeos B 
asin C T bsin A + csin B Te 
3. Zij de inhoud van drieh, ABC —= IL. Bewijs, dat de 
inhoud van den drieh., die de voetpunten der hoogtelijnen tot 
hoekpunten heeft, gelijk is aan 2 leos A cos B eos CQ, 


Verslag van een mondeling examen Wiskunde L.O. 1897. 


Stelkunde (30 minuten). 


Welke gevallen onderscheidt ge bij de deeling van alge- 


braïsche vormen? De eigenschappen opnoemen, waarvan bij 
de deeling gebruik wordt gemaakt. Welke soorten exponenten 


kent ge? Bewijzen: AS a Bewijzen : 


lim. a : lim. b= lim. 5 en lim. a X lim. b— lim. (a X 5). 


pikag as 
Vl adder MP 
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18 
Bewijzen: Als men beide leden van eene vergelijking met 
een zelfde getal vermenigvuldigt, dan voldoen aan de nieuwe 


vergelijking dezelfde en evenveel waarden als aan de oorspron- 
kelijke vergelijking, 


Vlakke Meetkunde (*|, uur). 


Bespreking van de constructie van eene lijn uit een algebr. 
vorm. In een rechth, driehoek worden op de 3 zijden gelijk- 
vormige veelhoeken geteekend; bewijs, dat de grootste = som 
der beide andere. Druk de zijde van den regelmatigen om- 
geschreven 12-hoek uit in de zijde van den regelm. omgeschre- 

2aR 
v(aR: — 42) 

Construeer een regelm. tienhoek, als de zijde gegeven is. 
Jets over de harmonische verdeeling van een lijn. Bewijs, 
dat de zwaartelijnen van een’ driehoek door één punt gaan, 
en elkaar in stukken verdeelen, die tot elkaar staan —/1:2. 
Bewijs, dat de inhouden van twee gelijkvormige veelhoeken 
zich verhouden als de kwadraten van een paar gelijkstandige 
zijden. 


ven zeshoek. Bewijs de formule A — 


Frigonometrie (*l, uur). 


Henige opmerkingen over het gemaakte schriftelijk werk. 


Herleid : 1 — cos? A — cos* B — cos? C, als A+B—-C —= 1800. 


Een paar eenvoudige uitdrukkingen nog logarithmisch maken. 
B dr (Sh) (ee). 
Bewijs: tg 5 es v earn: (uit eene figuur). 
Zeggen, hoe men cos 260°, cos 280°, enz. in een tafel opzoekt. 
Tets over ’t voor logarithmische berekening geschikt maken 
van den cosinus-regel. 


Stereometrie (2l, uur). 


Bewijs, dat een lijn evenwijdig is aan een vlak, als ze 
evenwijdig is aan een lijn, in dat vlak. Bewijs, dat in een 
drievlakshoek de vlakken, die de hoeken middendoor deelen, 
door één lijn gaan; dito de vlakken, loodrecht op ’t midden 
der zijden; dito de vlakken, die gaan door de ribben en de 
middens der overstaande zijden. *) 
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Door een punt buiten een kegel een raakvlak aan dien kegel 
te brengen (eerst aan rechten, toen aan scheeven kegel). De 


straal van een gegeven bol te bepalen. De spherische straal 


te bepalen van een bolcirkel, waarvan 3 punten gegeven zijn. 


Hoeveel regelmatige lichamen zijn er? Hoeveel kunnen er 
hoogstens zijn (bewijs); bewijs dat die vijf ook werkelijk be- 
staan. Welke is de stelling van Eurer? Een enkele toe- 
passing. | 
4 Nov. 1897, E. A. Visser. 
*) Zie: Supplement, IX, 1897, bl. 111, no. 658. 


Eene merkwaardige meetkundige eigenschap. 
S 1. Vraagstuk. In A ABO is D een punt van AB, is 


CD getrokken en zijn om A ABC, A BDC en A ADC resp 


de cirkels M,‚ M‚ en M, getrokken. De stralen van deze 


cirkels in dezelfde volgorde R, R, en R,‚ noemende, wordt 


gevraagd naar de verh. R:R,‚ en Rahn 

Oplossing : Stellen we BO = a, AC = b;, BD =p, AD, 
CD =m, de inh. van A ABC, A BDC en A ADC resp. 
Il, I, en I,, dan vinden we volgens eene zeer bekende form. : 


RSD 


41 
apm 
Ris AE (2) 
bgm 
Rie II, PD 5 (3) 


Rim 40), opm 





R:R; = EE : ‚ (4) 
We hebben ook: 
wpt-gP):p=l:I, ... (5) 
De overeenkomstige leden der verg. (4) en (5) met elkaar 
vermenigvuldigende, komt er : 
PDR: pR,=bp +9: pm 
R:R, =ó:m ....(«) 
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Op gelijke wijze vindt men: 
ĳ R:R, —=a:m....(8) 
Hiermede is het vraagstuk opgelost. 


$ 2 Uit de evenredigh. («) en (2) volgt nog: 

mR=bR, en mR=aR,, dus OR =aR, 
alzoo ook: R‚:R, =za:b.... (4) 

Higenschap: Trekt men uit den top van een A 
een willekeurige rechte naar de basis en be- 
schrijft men om de beide AA, waarin de oor- 
spronkelijke door de deelliĳn is verdeeld, cir- 
kels, dan verhouden de stralen van die cir- 
kels zich als de opstaande zijden van den 
oorspronkeliĳĳken A. 

Opmerkingen. Gemakkelijk blijkt, dat deze merkwaardige 
Eig. evenzeer geldt, wanneer uit C eone rechte wordt getrok- 
ken naar het verlengde van AB. 

In ’t voorgaande is de Eig. uit de evenredigheden («) en (2) 
afgeleid; we hadden die ook dadelijk kunnen afleiden uit de 
verg. (2) en (3). 


S 3. Eene enkele toepassing van genoemde Eig. tot slot: 

a. Zijn de opstaande zijden AC en BC gelijk, dan zijn 
ook de cirkels M‚ en M, steeds gelijk. 

b. Zijn D en E punten op de zijde BA van A ABC, de 
rechten CD =d en CE =e getrokken en noemen we de stralen 
der cirkels om de AA BDC, DEC en AEC resp. R,‚, R, en 
R,, dan heeft men: 

R‚:R‚, =a:ezad:de 
R‚:R;=d:b==de:be, 
dus R‚:R,:R, = ad: de: be. 

c. Vierhoek ABCD is door zijne diagonalen verdeeld in de 
vier AA ABE, BOE, CDE en ADE. Noemen we de stralen 
van de om deze AA beschreven cirkels resp. R‚, R,, R, 
en R,, dan is: 

Be Bals ab 

re Ore 
Resbhieid, 
:R 


dus R‚:R‚:R‚;R, =a:b:e:d. J. Koov. 


Verslag van een mondeling ex. Wiskunde L+0. 1897. 


Algebra. Gevallen van vermenigvuldiging. Wat is ver- 
menigvuldigen. ar} by=—=ec, de Jey —=f. Welke methoden 


van oplossen. Toen « bepaald was, onmiddellijk y neerschrij- 
ven. Wat heeft er plaats, als y = 5 ‚ watals y= 5 .__Hoe- 


veel formules bij de meetk. reeksen. bepalen uit /, # en s. *) 
Stereometrie. 2 vlakken | een vlak. Wat heeft er plaats 
met de doorsnede der 2 vlakken. Hoeveel vlakken | een 


vlak door eene schuine lijn op dat vlak. Hiermede nogmaals 


de eerste stelling bewijzen. Bissectrixvlak als meetk. plaats. 


Hoeveel van die vlakken. (2.) De loodlijnen uit de projecties 
van een punt op 2 elkaar snijdende vlakken neergelaten op 
de ribbe liggen in het standvlak, dat door het punt gaat. 


De hoeken, die eene rechte in het bissectrixvlak maakt met: 


hare projecties op de beide vlakken zijn gelijk. De rechte, 
die gelijke hoeken maakt met de ribben eens 3-vlakshoeks. 
Som der hoeken > 180°. Tegenover eene grootere zijde staat 
een grootere hoek. 

Een vlak aanbrengen // 2 kruisende ribben van een viervlak. 
Het is een parallelogram. Wanneer een rechthoek? ruit ? Hoe- 
veel zulke vlakken? Wat is eene prismoïde? De inhoudsfor- 
mule hiervan afleiden. Ook voor het 4-vlak als prismoïde 
beschouwd. Door een punt en ook door eene lijn raakvlakken 
aanbrengen aan den bol, den rechten en ook aan den schee- 
ven kegel. 

Trigonometrie. cos 2200—..., tg 2300=..…, 3sinaJ-4 cosas 


1 re . 6 
RED 5 A=... Uit de figuur afleiden: sinus-, tangens- 
en cosinusregel. Wanneer worden ze gebruikt. De formules 
1 Ì dp 
voor sing A, cos A en te A. Eene variatie op SNeLuIvs. 


Hoogtemeting. cos? a + cos? b + coste --1 logarithmisch 
maken voor a Jb 4 c = 2R. Den hoek der lichaamsdiagonalen 
van een balk bepalen. 

Planimetrie. De meetk. pl. van de punten , waarvan de 
kwadraten der afstanden tot de uiteinden eener rechte c2 tot 


1 

verschil hebben. Machtlijnen. A construeeren, als gegeven 
zijn de stukken, waarin de basis gedeeld wordt door de bis- 
gectrix uit den top en die bissectrix. De meetk. pl. hierbij 
noodig. De medianen van een A gaan door 1 punt. 

Bewijs: 322 == Aad B5J-Cc, als Aa, Bh, Ce, Ze 4 
evenwijdige lijnen zijn, uit de hoekpunten en het zwaarte- 
punt Z van een A ABC getrokken naar eene lijn buiten den A. 

Nov 1897. | C. Kok. 

*) (Zie: De Vriend, VI, bl. 168, no. 655.) 


OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1421 —1440. 


1421. Een koopman berekent, dat hij 12 °l, wint, als hij ne 


eener partij goederen à f 6,90 en de rest à f 7,90 den 
HL. verkoopt. Hij verkoopt echter de geheele partij 
op 30 HL. na tegen f 6,80 den HL. en moet de rest 
tegen inkoopsprijs van de hand doen. Als zijne winst 
nu 5°/, bedraagt, vraagt men de grootte van de partij 
_ te berekenen. 
__(Hoofdacte Arnhem, 1897.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 

Als hij if ged. voor f 6,90 en de rest voor f 7,90 den HL. 
verkoopt, bedraagt de gemiddelde verkoop van 1 HL. 
en Xx f 6,90 + ee Xf 7,90 = f 7,20. Daar hij dan 125 9, wint, 

Rie0 1005 
TE an f 6,40. 

Hij verkoopt echter 30 HL. tegen inkoopsprijs, dus tegen 

f 6,40 den HL. en de rest tegen f 6,80 den HL. Nu is zijne 

1 

winst 5 °, zoodat hij gemiddeld voor 1 HL. En xf 6,40 = f 6,72 
ontvangt, d. i. 32 cent meer dan f 6,40 en 8 cent minder 
dan f 6,80. Daar eene ontvangst van 8 X 32 cent minder 
verloren gaat tegen eene ontvangst van 32 X 8 cent meer, ver- 
houden zich de hoeveelheden, die hij à f 6,40 en à f 6,80 
verkoopt, als 8 en 32 of als Î en 4. 





is de inkoop van 1 HL. 


Tu * Bs 
- oo 7 ' * 4 
- PE 
Rd sE Ü 
8 É TEEN . 
n dt de $ d 
_ 
k ‘ 


== 


30 HL. doet hij tegen f 6,40 van de hand, an 4 xX 30 HL. 
— 120 HL. tegen f 6,80. 
De partij is bijgevolg 30 HL. + 120 HL. — 150 HL. groot. 
v. D. War & VerBoren. 
Tweede oplossing. 


De gemiddelde verkoop per HL. is 
7 3 
zo Xf 6,90 + ro X f 7,90 = f 7,20. 


De winst = 125 KEO 5 ink. ; dus de ink, = n verk. = 


EX f 71,20 =f6,40 per HL. Nu heeft de koopman een deel 
à f 6,80 verkocht; daarop is al de winst behaald. 


Hierop wordt 40 cent per HL. gewonnen of Ze xXx 100 = 65° 


640 


Op de geheele partij is slechts 5°, gewonnen. Het deel, dat 


U 5 
4 


à f 6,80 werd verkocht, is d= 
5 


n ’t geheel. Het andere 


deel, groot 30 HL., is 8 der partij, en 150 HL. is de ge- 


heele partij. H. VERHAGEN. 


1422. Bepaal het kleinste geheele getal, dat men bij teller 


en noemer der breuk or moet optellen, opdat de waarde 


der komende breuk minder dan ee van de eenheid 


100 
verschille. | | 
(Hoofdacte Arnhem, 1897 ) H., VERHAGEN. 
Oplossing. 
Vermeerdert men teller en noemer met een zelfde getal , 
dan blijft het verschil gelijk. Nu is ne — 5 (61-2335): 
100 mn 
4 2 


Vermeerdert men t. en n. met 429) — 61 of 861 ‚ dan 


ĳ ae za 
a ate ner 


: | En IJ ; 
ontstaat eene breuk, die juist Too vr de eenh. verschilt. Het 


kleinste geheele getal, dat men bij t. en n. der breuk en 
moet optellen, opdat de waarde der komende breuk minder dan 


van de eenb. verschille, is dus 362. 


9 
100 | W.H. DreLMaAN. 
Tweede oplossing. 
Uit de gegevens volgt, dat de breuk Ee moet zijn dan 
9 91 
l — 100 of 100’ het kleiner zijn dan 1 den behoeft niet 
besproken te worden, daar de geg. breuk bij vermeerdering 


van teller en noemer met een zelfde B niet 5 1 zal worden. 


We moeten dus hebben Eee ; nemen we, om z te 


61 ep 100: 
Bar 


Se = 0 
(28 H-@):(61 4-4) =9:100 of 38:9 —=(23 Hw): 91 of 


38: =(23 +0): 1 of 38: (8e): 23 of 


ee): XE 25, dus 

Men 9023 91 __ 23(38Xx9! — 9 x 23)X91 
er }x 9 x 23 OSCH EE 
WEE B 
9 En 9 ps Oe 8 

23 4 

61 4-4 ) 105 100 
zijn en zal het kleinste geheele getal, dat aan de vraag vol- 
doet, dus zijn 362. J. GRAVER. 


vinden , EL : dan volgt 











daar nu echter - moet zijn, zal x > 3615 moeten 


1423. Aan den bodem van een cilindervormig vat, gevuld 


met water, is een kraan A, op : der hoogte een kraan B, 


_op ê en 2 der hoogte kranen C en D. A laat per 


sekonde 2 maal zooveel water door als B, C 2 maal 


u CER ee 
10 ì a TN 


zooveel als A, en D 0,3 liter per sekonde. Worden 
alleen de onderste 3 kranen tegelijk opengezet, dan is 
het vat in 424 sekonden ledig. Zet men echter alle 
kranen tegelijk open, dan is het vat na 409,6 sekonde 
geledigd. Hoeveel dM? is de inhoud van het vat? 
(RAApeRsMA, IV, afd. III, no. 56.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


Kraan A is op den bodem, kraan B op 5 van de hoogte, 


2 
z van de hoogte en D op : van de hoogte Al. 


A laat per sec. 2 X zooveel water door als B, en CA 
zooveel als A, C is dus gelijk 4 kranen B en A = 2 kra- 


C op 


ö 
nen B. 5 van het vat loopt leeg door J kranen B, : door 


3 kranen B en } door 2 kranen B. De tijden noodig om EO, 


1 


BC en AB te ledigen, verhouden zich dus als - 5 5 of 


als 18 < 14 : 21. Met de kranen A, B en C is het vat leeg 
in 424 sec., d.i. 8X(18 +14 +21) sec. EC loopt dus leeg 
in 8X18 of 144 sec., BC in 8X14 of 112 sec. en AB in 
8X 21 of 168 sec. Waren alle 4 kranen geopend, dan liep 
nog AC leeg in 168 + !12 of 280 see. en dus BC in 409,6 —280 
of 129,6 sec. Door A, B en C liep EC of 3 x ED leeg in 
144 see., dus CD of 2 x ED in 96 sec. DE loopt dus door 
alle kranen in 129,6 — 96 of 33,6 sec. leeg, terwijl DE door 
A, B en C in 48 sec. leeg loopt. In 33,6 sec. vloeit uit D 
33,6 X 0,3 L. of 10,08 L,, zoodat door de 3 kranen A, Ben 
C in 48—33,6 of 14,4 see. 10,08 L. vloeit. In 144 sec. 
vloeit dus door die 3 kranen 10 X 10,08 L. of 100,8 L. weg. 


Dit is de hoeveelheid EC of : deel van den inh. De geheele 


inhoud is dus Dx 100,8 L. of 168 L. W. H. DeEELMAN. 


1424. Een groenteboer verkoopt van eene partij aardappelen 


het : gedeelte tegen 3 gld. en de rest tegen 2,40 gld. 


1 
deelten tot elkaar als 2:1. Derhalve verkoopt hij 5 Xx 5 =5 
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en 2,25 gld. den HL. en wint in ’t geheel 4,4°/. Als 
de winst op den eersten verkoop staat tot het verlies 
op de beide andere samen als 20 : 9, welk gedeelte 
heeft hij dan tegen 2,25 gld. den HL. verkocht ? 
(Bentuem & Nisennuis, 3e Verz., IIe st., no. 190.) 
H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


Zoo dikwijls hij op deel 20 °/, van den geheelen inkoops- 


prijs wint, zoo vaak verliest hij op de rest 9 °/, daarvan en 
wint derhalve nog evenveel maal 11°/. Zijn winst is echter 
44°, of 0,4X11°',, waaruit volgt, dat hij op het eerste 
deel 0,4 X 20°/, =8°/, van den geheelen inkoopsprijs wint. 
Had hij de gehdele partij tegen 3 gl. den HL. verkocht, 


dan zou hij dus 2x 8 0/, =20°/, hebben gewonnen, dat is 
8 van den verkoop. De inkoop van 1 HL. is bijgevolg 


ext 3 — f 2,50 en de gemiddelde verkoop 1,044xf2,50 = f2,61. 


Nu verkoopt de boer het 5 deel per HL. 39 cent duurder 
en de rest voor minder dan f 2,6!. Die beide gedeelten ver- 


houden zich als 2:83. Hieruit volgt, dat hij voor de rest ge- 
middeld f 2,61 — ; Xx f 0,39 — f 2,35 ontvangt. 


Voor een gedeelte hiervan krijgt hij 5 cent meer, voor een 
ander deel 10 cent minder dan dezen gemidd. prijs. Daar de 


genoemde verschillen zich verhouden als 1:2, staan die ge- 
1 


der partij voor f 2,25 den HL, Bv 


1425. De Ge term eener oneindig voortloopende harmonische 
reeks is 25 en de 13e term is 10. Bepaal den 50sten 
term, en toon aan, dat hare som geen limiet heeft. 

H. VERHAGEN. 
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Oplossing. 


De harm. reeks kunnen we in een rekenk. veranderen, 
waarvan de Íste term is a, de 2de a +-v, enz.; we hebben 


l 
dan adv = ee a 4-12vp=— , waaruit volgt 


10 
reel ol KT A 
B UE ne 


de 50ste term 4 at 49v=ad bot 44v == 
44 x 3 14 132 _ 146 
Shoa seen 
EREA „… 350 29 
hieruit volgt dat de 50ste term der harm. reeks is 146 275: 
Uit het voorgaande volgt nog h 
3 1 14 15 1 
tSX 350 25 LCS 350 550 TT B 
van de harm. reeks is de Iste term dus — 350, verder vin- 
den we voor de 2de, 3de enz. term dezer bee 
Sin 10 5 | 
— 350, 175, 70, 437, SL 25 » rn» 175, loan» enz. 
of, wat op hetzelfde neerkomt : 
350 350 350 350 350 350 350 350 BE 
122) B ST 
de som is dus 


350 350 ze 350 
ttr tetjtmes 


BONE verder is 
BX Etn SED Erg 
BX FEE enz. , dus 

ride ele 


Lal Lel es ELL 1 
ahli) statt tagl=g) on 
Uit het voorgaande volgt dus 
BEH Ege) gg ge ens. of 

255 en eene es 
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Weel 4 EN Ter 
B(5Hgtget) >, dus ook zz dg enz ) 
1 
en bijgevolg ook BOI gg) of de harm. 


reeks > oo, zoodat die reeks geen limiet heeft. J. GRAVER. 


1426. Als gegeven is 
RE de C2)2 „B B: JCS 
Ee 0 Hesd0: 
en B is En Pe van C,‚ op welke 
wijze is A dan afhankelijk van C? 
(WisseLinK, IVe Verz., no. 3, S 25.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 
B is recht-evenredig afhankelijk van C. Wordt dus B bv. 


n-maal zoo groot, dan wordt ook C „-maal zoo groot en 
dan wordt 





(n° B? + n2C2)? n3B3 + n°03 
ol 2nB — nC KOE =O 
_ _NIB* J 2n4B1C? J n*C1 n2B3 + n2C3 
id 2nB — nC BD E20 

B4 + 2B°C? + C* B3 + C? 
MBC B 20 
En. (B? + C2)? B3 J- C$ Deze vorm == #-maal 
en B=-C0 B—2C de gegevene. 


A wordt dus, als B en C beide „-maal zoo groot worden, 
ook „-maal zoo groot. 
A is dus recht-evenredig afhankelijk van C. 
v. D. War & VERBORGH. 


Tweede oplossing. 


Aangezien B recht-evenredig afhankelijk is van C, kunnen 
we schrijven: B —= p XC, waarin p een standvastig getai 
voorstelt. We krijgen dus: 


2 2 À 
je +DO) gn 
(2p —1)C (2p — 1) C 


Oee, De DEE 
2p—l pd 


Az 


A= B 
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Eel 


l Dien 
Nu is in het laatste product het vermenigvuldigtal constant, 
zoodat A recht-evenredig afhankelijk is van C. B. va Wa 


amo fp BED: EED 


1427. Van een vierhoek zijn 2 overstaande hoeken gelijk. 
Druk den inhoud van dezen vierhoek uit in zijn zijden. 
(KrarPERr, Mtk. [, 615.) ED 


Oplossing. 


Gegeven: In vierhoek ABCD is / A= /C. 

Gevraagd : Inhoud vierhoek ABCD uit te drukken in de zijden, 
AB a BOD ODE 

Trek de diagonalen AD, DE | AB en DF | BC. Nu is 
AADEe A CDF, want / A = /Cen/E=/E=90?, 


dus AD:CD =Z=AE: CF 

of d:e zZAE:CF 
hen dn 

of desca == AE: CF. 


Men | kan dus AE = dr en CE == ce stellen. Dan is in 
_A ABD en A CBD 

BD? =d? +a? — 2adr=b? + Ce? — 2ber 

at —b? Jd? —e? p 

Etn er en in A ADE 

DE —=v (AD? — AB?) =y(d? —d?e?)z=dv(l—?) 


dus IA ABD =1, =zAB.DE= (le?) 


TAABD:IABCD==AD. AB: BCO. CD 
of Er =ad:be (waarin I, = A ABD en 
(LE, +-1I,):I, = (ad + be): ad I, = A BCD) 


dus # Z= 


vierh. ABCD DS 








_ ad+be I _ ad+be VE (ER Le 

A TT 4(ad — be)* 

_ ad+be ad v| É ' EE 

= ir 4 (ad—be)? — (a*— b*— Ce? 4d?) | 
adJ-be 





An 
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Stellen we hierin ab Jet d=?s, dan verkrijgt men 
I vierh. ABCD == ee V 3 (s—b—e) (s—e—d) (s—4—C). 


Aanteekening. Een eerste eisch bij elk vraagstuk is: de 
gegevens moeten, in een #-hoek 2n — 3 in getal, onderling 
onafhankelijk en niet strijdig zijn. In dt vrgst. heeft men 
5 gegevens voor een vierhoek, dus genoeg: 4 zijden + de 
gelijkheid van 2 //. Als nu door bijzondere onderstellingen 
dat 5de gegeven eens afhankelijk werd van de 4 andere, dan 
hield het vrgst. op bepaald te zijn. Neem bijv. a = bd; 
dan is A ABD2 A CBD en van zelf volgt dan / A= 0, 
alzoo afhankelijk van de zijden. Zoo ook als a=c, bhi 
genomen wordt. En ook, als add=bdeen LA=LG 
genomen wordt: ook dan zijn de A A ABD en CBD congruent. 
Bij congruentie wordt ook ad = bc en de inhoudsformule wordt 


E ‚ dus onbepaald. 


1428. Binnen een gegeven cirkel ligt het punt P. Door P 
2 koorden te trekken, die een gegeven hoek a inslui- 
ten en wel zoodanig, dat de bogen tusschen de beenen 
van dien hoek a een gegeven verschil d hebben. T. 

Oplossing. 
Onderstellen we, dat de koorden AB en CD aan de opgave 
voldoen, zoodat / BPD —= a en bg BD — bg AC =d. 

L BPD — 4 bg BD + bg AC, dus bg BD-bg AC =2a 

bg BD—bg AC =d 
bg BD =a+ 3d bg AC =a—g d. 
Beschrijven we een tweeden cirkel N, gelijk aan den ge- 
geven cirkel, en trekken we hierin de koorde GH zoo, dat 
bg GFH —= a + „d, Op GH als koorde construeeren we aan 


den anderen kant van GH als waar de boog GEH ligt het 


_eirkelsegment GIH, dat een hoek bevat —= Za, en we be- 


schrijven den cirkel uit N als middelpunt en MP als straal. 
Laat deze cirkel het segment GIH snijden in S. Trekken we 
nu nog door S de koorden GSK en HSL, dan snijden deze 
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elkaar onder een hoek — / a, terwijl bg GH — bg KES d, 
(want bg GH + bgKL=2. L GSH = 2a 





bg GH ee add 
bg KL a ad 


dus bg GH — bg KL =(a +5) —(a— 5d) =d) 


Bovendien snijden de koorden elkaar in het punt S, dat 
evenver van het middelpunt N verwijderd is, als P van M. 

Beschrijven we nu uit P als middelpunt met SG en SH als 
stralen cirkelbogen, die den cirkelomtrek M respectievelijk, 
snijden in D en D,, B en B, (zorg dragende de letters zoo 
te plaatsen, dat het punt M binden of buiten / DPB (/ D ‚PB,) 
ligt. al naar het punt N binnen of buiten / GSH ligt) en 
trekken we door P de koorden BA en DO, dan voldoen deze 
aan de vraag. Evenzoo de koorden B,A, en D Ars 

Hadden we in plaats van S het punt S, genomen, dan 
zouden we hetzelfde resultaat verkregen hanin (S,H == SG 
en S,G == SH). 

Snijden de cirkel (N,MP) en het cirkelsegment op GH 
elkaar, dan voldoen er 2 paren koorden; raken cirkel en seg- 
ment elkaar, dan voldoet er Ll paar, terwijl het onmogelijk is 
aan de opgave te voldoen, als ze geen enkel punt gemeen 
hebben. | W. Meijen. 


1429. Bewijs, dat de som der quadraten der afstanden van een 
willekeurig punt P binnen een cirkel tot de uiteinden 
eener willekeurige middellijn constant is. J.L. BERTON. 

Oplossing. 

Zij AB eene willekeurige middellijn in den gegeven cirkel M 
en P een punt binnen dien cirkel. Vereenig P met A en B. 
Trek door P de middellijn DPME, verleng BP tot den omtrek 
in C en trek AC, dan is in A ABP 

AB° = PA JPB: + 2PB. PC 
of PA? JPB: == AB? — 2PB. PC 


— DE? — 2PD.PE 
= (PD + PE)? — 2PD,PE = PD: + PE?, 
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Evenzoo kan men aantoonen, dat de som der quadraten der 
afstanden van P tot de uiteinden van alle andere middellijnen 
—= PD? 4 PE? is, zoodat PA? JPB? —=PD? + PE? con- 
stant is. J. L. BERTON. 

Tweede oplossing. 


M is het middelpunt van den cirkel, AB een willekeurige 
middellijn. Trek PM, verleng deze met een. stuk MC = PM 
en verbind C met A en met B. Nu is ACBP een parallelo- 
gram. Volgens de eigenschap: „in een parallelogram is de 
som van de kwadraten der zijden gelijk aan de som van de 
kwadraten der diagonalen’ is 2PA? + 2PB? —= AB? + PC?, 
of, als we den straal van den cirkel == R noemen : 
2PA? + 2PB? —=4R?J4PM?, dus PA? +PB? — 2R?+2PM?, 
zoodat PA? + PB? constant is, 

Verder is nog op te merken, dat deze stelling ook geldt 
voor ’t$ geval P bwiten den cirkel ligt (bewijs als boven), of 
op den cirkelomtrek gelegen is (bewijs zeer eenvoudig). 

v. D. War & VerBorer 5; W. Merger. 


Derde oplossing. 


Gegeven: In cirkel M is P een willekeurig punt binnen 
den cirkel, en AB een willekeurige middellijn. 

Te bewijzen: AP? + BP? is constant. 

Bewijs: In A APB is PM een mediaan. Men heeft dus: 


2PM? — AP? J BP? — 5 AB?. 


Daar in deze gelijkheid 2PM? en AB? standvastig zijn , 
is ook AP? + BP? constant. AR ORDe D 0E ve NV, 


1430. In een A ABC op de basis AC een rechthoek te con- 
strueeren, waarvan lengte en breedte zich verhouden 
als p : q, zoodanig dat twee der hoekpunten van den 
rechthoek vallen in twee zijden vanden A. dJ. Koor. 


Oplossing. 
Constructie. Trek BD LAC; BF//AC en neem BF zoo- 


danig, dat BF: BD =p: g. 
De Vriend der Wiskunde. XIII 2 


BREE ve 


ee 
Ls MEN 


Ji 
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Trek AF, die BO in G snijdt; verder GH// AC, snijdende KE 
AB in H‚en Hl en GK beide t AC, dan is GHIK de ge- EE 
vraagde rechthoek. | Hr 

Bewijs. Door op het verlengde van AC een punt, E te 
nemen, waardoor DE — BF wordt, en F met Ete verbinden, 
zal FE =BD zijn. Derhalve heeft men: BE:FE =p:g. 


Ook is _BF:GH == AF: AG, 
en | FE:GK == AF: AG, 
das BF:FE = GH: GK =p: g. 


Daar uit de constructie terstond volgt, dat GHIK een recht- 
hoek is, is hiermee het bewijs geleverd. 

Discussie. We kunnen een tweeden rechthoek vinden, door 
te nemen: BF:BD —=g:p. Is p==q, dan wordt GHIK een 
vierkant. v. D. War & Versorer; R. v. W. 


1430, In een A ABC op de basis AB een rechthoek te cou- 
strueeren, waarvan lengte en breed:e zich verhouden 
als p:g, zoodanig, dat twee der hoekpunten van den 
rechthoek vallen in twee zijden van den A. J. Kooy. 

Oplossing. 
Zij FGHI de rechthoek, waarin FG // AB is, F in AC en 

G in BC ligt. Trek CDL AB. Zij E het snijpunt van CD en FG. 

Stel AB=c, BC =a, AC=ó, CD=h, FG =e. 
We hebben dan: c:#7—= 0D: CE. 

(e — 2): (CD — CE) =c : CD 

(ce —2): DE Ch 


DE= CD, zoodat vile a)=pi4, waaruit 


ED 
| cq + ph | 
Deze waarde van # kan aldus geconstrueerd worden : 
Als r de meetk. middelevenr. van p en h, s de meetk. 
middelevenr. van c en q is, wordt | 


rie rc 


mn = 2 Lm 
LE air ui als s? Jr? =u?, of 
r2 8 
2 rr Stel v de meetk. derde evenr. tot cenw, dan is 
en 
2 


2 =w, deze de » B 5 „ venr, 


EE 
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Opmerkingen. «. De rechthoek wordt een quadraat, als 
Bd dus 2 — B | 
p Db q ’ nie c Ge 
B. Opdat de rechthoek een max. inhoud hebbe, moet 
vx L (e—x) =—= max. zijn, of ook z(c—ex) — max., dus 
1 hd RE 
2=ze alzoo : zeges z° = max. , derhalve: 
6 | hes 1. INS kels, 
max. inh. rechthoek == si” On i le 3 inh. A ABC. 
y. Opdat de rechth. met max. inh. een vierkant zij, moet 


2 
men hebben: (a) = geh, cha = ch (e + I?. 
Ach == (ec + h)?, of (ce —h)? =0, dus e= h. 

Als dus grondliĳjn en hoogte geliĳk zijn, is de rechthoek 
met max. inhoud een vierkant. 

8. p en q kunnen ook zoo gegeven zijn, dat F en G twee 
punten zijn van de verlengde rechten CA en CB of van AC 
en BCU (dus deze door den top verlengd). 

Men vindt dan voor waarden van de onbekende FG: 

Men gie en 2 = le 
ph + cq DT eq—ph J. Kooy. 








1431. Op een cirkelomtrek M neemt men 3 punten A, B en Q. 
Op de koorden AB en AC als middellijnen beschrijft 
men de cirkels N en O, die elkaar in A en D snijden. 
Toon aan, dat de punten B, C en D in eene rechte liggen. 
(D. B. Wisserink, Lrb. d. VL, Mtk., $ 175, 29.) 

Oplossing. 

De cirkels, op AB en AC (AC,) als middellijnen beschre- 
ven, snijden elkaar in A en D (D,). De koorden AB en AC 
kunnen aan denzelfden kant liggen van de middellijn, die 
door A gaat, en ook aan verschillenden kant (zooals AB en 
AC). Nu staan de hoeken ADB, ADC, AD,B en AD,C, 
alle in een halven cirkel, zoodat / ADB —=/ ADC = 90° en 
LAD B=/ AD,C, = 90°. 

Uit het eerste volgt, dat DB langs DC valt, uit het tweede, 
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dat D,B en D,‚C, in elkaars verlengde liggen. De punten 
D, Ben C (D,, B en C‚) liggen dus in een rechte lijn. 
W. Meiser. 
Tweede oplossing. 

AD is de gemeenschappelijke koorde van de cirkels N en 0. 
NO is de lijn, die de middelpunten dier beide snijdende cirkels 
vereenigt, dus AD._LNO in E,‚ en AE ED. 

In AAEO en AADCis AO = CO, AD = 2AE, AC=2A0 
en / EAO —=/ DAC, dus A AEO » A ADC, dus / AEO == 
/. ADC == 90°. Evenzoo blĳkt uit de evenredigheid van 2 
paren zijden en de gelijkheid van den ingesloten hoek , dat 
AAENm A ADB is, dus / NEA == /- ADB =i00% 

ADB + / ADC —=/ BDC == 90° + 90° = 1808, 
dus B, D en C liggen in een rechte lijn. W.H, DreLMan. 


1432. In een gegeven cirkel is AB eene middellijn. Men be- 
schrijft een tweeden cirkel, die den eersten in de pun- 
ten A en B snijdt en welks middelpunt op den omtrek 
van den eersten ligt. HEene koorde AC, in den eersten 
cirkel getrokken, snijdt na verlenging den tweeden 
cirkel in D. Men vraagt: 

a. te bewijzen, dat CD gelijk is aan de lijn, die het 
punt C met B verbindt; 

b. de lengte van de koorde AD te berekenen, voor het 
bijzondere geval, dat / DAB — 15° en AB = 2r 
gegeven is. (Kon. Mil. Acad. 1897.) | 

Oplossing. 
a. Het middelpunt M van den tweeden cirkel ligt op den 
omtrek van den eersten. Z AMB is dus 90°, dus de boog AB 


van den tweeden cirkel == 90°, en / ADB == „boog AB == 45°, 


Verder is / ACB =90°, en / CBD =/ ACB —/ ADB = 
90° — 45° —= 45°. Dusis / CBD — / CDB, derhalve CD = CB. 
b. 7 DAB = 15°, dus bg DB == 30°; bg AB (van den groo- 
ten cirkel) = 90°, alzoo is bg AD (= bg AB + bg BD) = 
90° + 30° — 120°, en derhalve de koorde AD = de zijde van 
den in den grooten cirkel beschreven regelmatigen driehoek. 
De straal MA van dezen cirkel = ry/2, dus 
AD=ryv2.rv3=r/6.  W. Meiwer. 
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1433. Gegeven een scheef hoekige A ABC. Op de zijden AB 


en BC van dien A beschrijft men een vierkant. De 
diagonalen van het vierkant op AB snijden elkaar in M, 
die van het vierkant op BC in N. De punten Men N 
vereenigt men met het midden P van de zijde AC. 
Bewijs PM = PN en / MPN == 90°. 

(Cadet 1897.) (De letters zijn gewijzigd naar deze figuur.) 


Oplossing. 





2) Trek AF en CE, dan is PN= AF en PM = CE. 


In A ABF en A BCE is: 
AB =BE, BF =BC, Z ABF —=/ CBE (= 90° 4 £ EBF), 
dus A ABF Z. A EBC en AF = CE, 
LAP = ECE of PN = PM. 
2 2 
b) In A ABOen A EQO is: / AOB —= / EOQ (overst. //) 
„BAO == / OEQ (omdat A ABF 2 A EBC) 
dus is ZL ABO == / OQE == 90°. 
Vierhoek PRQS is dus eon rechthoek, derhalve / MPN == 90°, 
W. H. DerLMAN; J. GRAVER. 


dus ook 


re 


wordt de middellijn AB, trekt men den straal MC 
loodrecht op AB. De koorde BC wordt van B af op 
BA uitgezet, zoodanig dat BD == BC is. In D trekt 
men de lijn DE loodrecht op AB, snijdende den cirkel 
in het punt E,‚ en vereenigt E met B, snijdende MC 
in F. Bewijs hoek DFB == 90°. (Cadet 1897.) 


Oplossing. 


MO en DE staan beide rechthoekig op AB. Ze zijn dus 


evenwijdig. Hieruit volgt: BF:BE=BM:BD . . . (1) 


CM staat loodrecht op de middellijn AB, dus BC? — BMXBA, 


zoodat, daar BD — BC is, ook BD? = BM X BA is, waaruit 


BM :BD == BD:BA … oe 


Uit (l) en (2) volgt BF:BE—=BD:BA. DF is dus// AB, 
en Z__ DFB == /_ AEB == 90°, A. G. po. B.; W. Meiser. 


Tweede oplossing. 


Uit de gegevens volgt terstond : 
BC? : BE? —= BM: BD 


of BD?:BE2 == BM:BD. 
Ook heeft men: BF:BE=SBM:BD ; 
Uit (1) en (2) volgt: PD?:BE? — BF : BE 

of BD?:BE == BF: 1. 
Dus is BD? == BE XxX BF en DF | BE. RS vaN 


Derde oplossing. 


Zij de straal MB = MA = MC == r, danis BO = BD = 12 
DM == ry 2—r = ril 2) en DÀ == 2r—r 2 =r(2-— 12). 

We trekken AB. AFMBxo A EDB, dus: 

FM :ED <= BM: BDi=r tr 2 Aso 
Ook hebben we: 
MD: DA =r(— 14-12}: (2-2) lg, 

derhalve: FM:ED == MD: DA. 

De AA FMD en EDA hebben een’ hoek gelijk (£ FMD == 
Z.EDA == 90°) en de zijden om dien hoek zijn evenredig, 
waaruit volgt: A FMD A EDA en verder LMDF —= 4DAE. 


en Pm 
is % ren 
D PRS He 
…Ò 

: VHN 


1434. In het middelpunt M van een cirkel, waarin getrokken 


et, dk 


Bra en 8 r 4 
ee „% ' k hak _ 
B 23 
E ie 
Ì A k | 
\ 


id 


Pir, 
N 


Uit de gelijkheid van deze 2 hoeken volgt: DF // AE, en 


hieruit weder /_ DFB = Z AEB. 


| 180° 
L ARB == —— = 90°, dus ook £ DFB = 90°. 


v. D. War & VERBORGH. 


J 2a2 — Ta d-6, … 
1435. Bereken de waarden, die de breuk nons e, 
voor a = 0, 2,3, 4en o. 
(Toel.ex. Univ. 1896.) C. K 
| Oplossing. 


20? — TaH6_ (2a—3)(a—2)__ 2a— 3 EE 5 
Bed 8 - (a-la?) at 








je 5 5 3 
Voor a = 0, wordt de vorm —= Bih RT nd 
5 5 1 
Voor a = 2, wordt de vorm = De ene 
| | 5 5 
Voor a = 3, wordt de vorm —= dn mn 
5 5 
Voor a — 4, wordt de vorm — Or 2d 
Voor a = oo, wordt de vorm = Del ree 


R. v. W.; A. G. ». B.; v. D. War & VERBORGH. 


1436. Bereken z uit de vergelijking 
2 (log 8 — 3 (log 3) 10. 
(Kon. Mil. Acad. 1897.) 


Oplossing. 
Ontbinden we het eerste lid in factoren , z00 vinden we: 
(log 3)° — 1 x |2 dog 32 — il 0, 


waaraan voldaan wordt door te nemen: 
1°. (log 3) l'en 29, (log 3)’ 05. 
In het eerste geval is z — 0. In het tweede geval heeft men: 
(log 3)” = 0,5; dus z log log 3 = log 0,5 
xv = log 0,5 : log log 8 
log # = log log 0,5 — log log log 3. 


24 
log 0,5 = 0,69897—1 log 3 = 0,4771218 
— log 0,5 == 0,30103 
log (— log 0,5) = 0,4786098—1 — log log 3 — 0,3213712 
log (—log log 3) = 0,5070069—1 log (—log log 3) — 0,5070069—T 
log # = 0,9716029—1 | 
x= 0,936705. 
v.D. WaL & VerBoreH; BAKKERS GRAVER; DrEELMAN; R. v. W. 


1437. Welke waarden hebben A en B in het volgend stel 
vergelijkingen, als men weet, dat de derde en vierde 
vergelijking afhankelijk zijn van de eerste en tweede ? 

3x —2y—=2, Ar —By—=23, Sr Jy =5, 





log log 3 — 0,6786288—1 





AAr J- 3By —=— 13. | fj 
(J. VersLuys, Lrbk. d. Alg. I, 8 80, no. 18.) J.pe V, 
Oplossing. 
Uit de eerste en de derde vergelijking kunnen we afleiden: 
Ir —6y—= 6 10z + 6y = {0 
10r J- 64 — 10 mn 8e 
_19z 0 kid ie 19 
16 oo 
ie AE 
Join 


Door de gevonden waarden van z en y in de tweede en de 
vierde vergelijking te substitueeren, krijgt men: 


16 5 64 15 
ro 128 moties 
16 A — 5 B —=437 64 A J15B=— 247 
— 5 B == 285 64 A —20B== 1748 
16 A == 152 35 B = — 1995 
ed B =S bi 
A =9. 


v.D. WaL & VeRBORGH; GRAVER; DreLMAN; R. v. W. 


Aanteekening. In de opgave is in het Lrb. eene drukfout 
ingeslopen. De derde verg. moet zijn 5x — 3y = 5. Men be- 
komt dan het opgegeven antwoord in het boek. De oplossing 


is dan: 
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Sr — y=? 5e — 3y=5 
3 en Es 
Iz —6y =6 10x — 6y = 10 
9x 06 Ir —6y= 6 
— 6y = — 30 v Ed, 
BD: 
Na substitutie dezer waarden van # en y in: 
Ar — By —= 23 AAv J- 3By = — 13 
LA — 5B—= 23 16A + 15B == — 18 
AN B 12A—15B= 69 
—_5B— 15 28A EG 
B=—3 A id. 


1438. Twee kooplieden sluiten een vennootschap op de vol- 
gende voorwaarden. A zal bij de winstverdeeling voor 
het drijven van de zaak 2°/, van zijn kapitaal vooruit 
ontvangen en B als reiziger 83°/, van zijn kapitaal. 

‚ Als nu de geheele winst van A bedraagt 5°/,, die 
van B f 300 meer dan 5°/, en de geheele winst f 5800, 
vraagt men naar het kapitaal dat ieder heeft bijgedragen. 
(Adelborst 1897.) *) 


Oplossing. 


A krijgt eerst 2°/,, B 3°/,. Ten slotte A 5 °/, en B 
5 Of, J- f 300, dusis 3 °/, van A's kap. = 2°/, B's kap. + f 300 
ON sen HE de Ln 
of zoo A skep. —f300 S= B's kap. of 1) A's kap. — f 15000 
== B's kap. 


2 A’s kap. — f 15000 = f 110000... (1) 
2 A’skap. = 125000; A’s kap. = f 50000, B == f 60000. 


(1) Deze f 110000 genomen voor de som van A en B ver- 
dient verklaring. Geheele winst f5800 == 50/, A’skap, + 


5 0/, B's kap. + ‘300, dus 5 °/, of En van de som der kap. 


== f 5800 — f500 = f 5500 
en de som der kap. = 20 x f 5500 == f 110000. 
GRAVER; DEELMAN, 


Î k # Ee 
kar ta 


Tweede oplossing. 

A krijgt 2°/, vooruit. Zijn geheele winst bedraagt Bo | 
Hij heeft dus bij de verdeeling 3°;, gekregen. ed 
Maar dan heeft ook B 3°/, gekregen. En daar deze reeds £ 
3°/, had ontvangen, heeft hij thans 6°/,, dat is 1 °/, meer | 

dan 5°;, zoodat f 300 =1°/, van B en B dus f 30000 heeft 
ingelegd. B's geheele winst = f 1800, die van A — f 4000. ard 
A’s inleg is dus f 80000 geweest. ' 
R. v. W.; v. ». War & VerBoreuH; J. B. BAKKER. Ì 2d 





*) De onvolledigheid der opgave is oorzaak van deze 2 
verschillende opvattingen en antwoorden in de oplossingen. 


1439. Bepaal de som van de reeks: 
EE ee 
14” LIRA ee LSA 
(Veeartsenijsehool 1897.) 
Oplossing. 
5 6 4 5 6 4 
Gegeven de reeks me ue me Te 
Gevraagd de som (limiet). 
113 x de gegeven reeks = 


=121.5 J- 11. Hitte 








1 X de geveven reeks — Men nn pe heen 
112 — 1 of 1330 X de reeks = 605 J- 66 F4 = 675 
675 135 
en 1 X of de som der reeks 1330 = 366: 
v. D. War & VERBORGH. 
Anders. 


De reeks — 0,564 (elftallig stelsel). Stelt nu (10) het cijfer 
voor, dat 1 minder is dan het grondtal, dan is de reeks — 
564 
(10) (10) 10) 110) (elftallig stelsel) == 
5.112 46.11 44 __ 675 __ 135 
101 IOA #10 T 1330 7 206 


Graver; R. v. W.; v. D. War & VERBORGH. 
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Anders. 
De som der reeks is gelijk aan de som van de volgende 
3 reeksen : 














5 5 5 6 6 6 6 
DE? 117 ie PES jar ie: ne nm 
RE 4 4 4 4 
BORLLES Te? TST 
5 5 
11 B 5 133l 121 
D der 1e reeks = Ed en 
es ‚__1 71830 11 1830 266 
11 1331 
6 6 
112 121 6 1831 66 
D d ame a ane 
@ som der 2e reeks ‚_1 71880 121 1380 1330 
113 1331 


4 4 
IE 13818 MAN 133T eerd 


De som der 3e reeks == 1 “1850 1351 * 1350 1350: 





LLN 
De som dezer 3 reeksen == de som der gegeven reeks 
MAL 66 Aen GTO 135 


256 t 1330 | 1330 1330 266 
/ DeeLMAN; v. D War & VERBORGH. 


1440. Eene rekenkundige reeks bestaat uit 5 termen. De som 
der termen is 55 en hun product 104720, Bereken 
de termen. 

(Surrs, Alg. Vrgst., 3e st., bl.88, 46.) A.G.p B. 
Oplossing. | 
Stellen we de termen dier reeks voor door 
a—W;a—-vsajsadvenatW, 
dan is de som == Da = 55, dus a == 11, en het product 
der termen == (a? — 4w?) (a? — v?) a == 104720. 
Vervangen we hierin a door 11, zoo komt er 
(121 — 40?) (121 — 02). 11 = 104720, 
en na herleiding: 4v4 — 6050? + 5121 =0, 
dn 605 F1 (605? — 16. 5121) IR 1425. 


d 2 
us ” 8 
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Voor v vinden we nu de volgende waarden : 
1 1 : 
OO Or = z4069 n n= v56g. 


De gevraagde termen zijn bijgevolg: 
1°) 5,8, 11, 14 en 17 of omgekeerd , 
2°) 11 —v 569; 11 ee v/569; 11 enz. of omgekeerd. 
v.p. War & VerBoren; A.G. p. B.; J. B. BAKKER; J. GRAVER; 
R.v. W; DerLMANs G. Wisse. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


872. Als men tusschen elk paar overstaande zijden van een 
vierkant onderling loodrechte lijnen trekt, dan zijn die 
lijnen even lang. 

Hoeveel omgekeerden heeft deze eigenschap? 
Antw. Negen. Wie wil me aan de oplossing helpen? S. 


Oplossing. 


Men krijgt een omgekeerde van een stelling, door een der 
gegevens met een der te bewijzen waarheden te verwisselen. 
Zijn er dus 1m gegevens en moeten er ” waarheden bewezen 
worden, dan zal men m Xx omgekeerden kunnen opschrijven. 

Nu moet bij de genoemde stelling bewezen worden, dat twee 
lijnen even lang zijn, b.v. NM = PQ. Hier moet alzoo slechts 
één waarheid bewezen worden, m.a.w. we hebben te doen 
met een enkelvoudige stelling, zoodat we zooveel omgekeerden 
krijgen, als er gegevens zijn. Daar het antwoord spreekt van 
9 omgekeerden, zuilen we ook 9 van elkaar onaf hankelijke 
gegevens moeten hebben. 

Schrijven we nu op: ABCD is een vierkant, dan hebben 
we hier niet één, maar feitelijk meer gegevens. Immers, een 
vierkant is een parallelogram met gelijke zijden en hoeken. 

Van de twee lijnen moet de ligging hunner uiteinden wor- 
den aangegeven. Bovendien weet men, dat ze elkaar loodrecht 
snijden. Door alles volledig op te schrijven, krijgt men: 





, . 
wike + 
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Gegeven: 1°. AB (/ CD. 5°, M ligt op AB. 
| 2o, BC // AD. 69. N ligt op CD. 
dif ABC == 90°, 7°, P ligt op AD. 
4°, AB = BC. 8°. Q ligt op BC. 


9e, MN .L PQ. 

Te bewijzen: MN = PQ. 

Om nu al de omgekeerden te vinden, verwisselt men 
MN —= PQ achtereenvolgens met elk der gegevens. Men plaatst 
dus b.v. eerst AB//CD in het „te bewijzen” en MN = PQ in 
het „gegeven'’ en laat de overige gegevens op hun plaats enz. 

Opmerking. In bovenstaande oplossing is rekening gehouden 
met het antwoord negen. Toch zal men bij eenig nadenken 
spoedig ontdekken, dat in de eigenschap meer dan negen ge- 
gevens zijn en Ha: zij derhalve ook meer dan negen omge- 
keerden heeft. We hebben nl. stilzwijgend ondersteld, dat 
ABCD een plat vlak en AB,‚ BC, CD, AD, MN en PQ 
rechte lijnen zijn. O.i. zijn er in t Beel 16 gegevens en 
heeft de stelling dus ook 16 omgekeerden. REV. 


373. a) Als de zijden vaneen A zich verhouden als de getallen 
3, 4 en 5, heeft men voor de stralen der aangeschreven 
1 1 1 
cirkels: eek? 
b) Verhouden de den. zich en 5, 12 en 13, dan heeft 
men voor de stralen der aangeschreven cirkels: 


L —_—_ 
MLS 
(Krarrer, Ì, 4985, 499.) J. pe V. 
Oplossing, 


Als de zijden zich verhouden als 3, 4 en 5, stelt men de 
zijden — 3p, 4p, Sp, waardoor de oppervlakte O —= 6p? en 
de halve omtrek S = 6p Hierdoor is 





Br OD ri bel 
Ts Sp ern ra Er 
Ok ne Sp p. 

Nu is bekend, dat KE ss De dus ook dat Ee LE Lt 

6 Bn 6 at 3p ' 6p 2p’ 
1 1 
waaruit volgt … md 
| Ts 
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Als de verhouding tusschen de zijden als 5, 12 en 18 Ie 


stelt men de zijden —= 5p, 12p, 13p, Aer O = 30p? 
en S = 15p. Nu vindt men 
Oo O _O 


KEER Pia SSD (13 TH tn 
1 5 1 2 2 1 
Ul — mz == IS 
Dewijl ot TET 30 6? DN 
LS 
pervers SON Eeen. 


375. De som van de derdemachten der getallen, genomen in 
hunne natuurlijke volgorde (te beginnen met de eenheid) 
is gelijk aan de tweedemacht van de som dier getallen. 

A. HenNoriks. 
(R. v. WAGENINGEN, Vrag. & Opg. Theor. Rek. I, S 165, 2.) 
Oplossing. 

Bewezen moet worden : 

13 4-23 438 J43 H.ntz=(l 2844... n)? 

De reeks 13, 2%, 3%, 45, enz....n® of 1, 8, 27, 64, 1255 
216,...n? is eene rekenk. reeks, waarvan 

de le verschillen zijn: 7, 19,37, 61, 91, enz 
de 2e verschillen „ : 12, 18, 24, 30, enz. 

en de 3e verschillen „ : 6, 6, 6, enz, 

Het is, omdat de derde verschillen gelijk zijn, eene rek. 
reeks van de derde orde. Noemen we den fen term van de 
fe verschillen A, den ien term van de 2e verschillen B en 
den jen term van de 3e verschillen C, dan is van een reeks 
van de derde orde, als de le term der reeks = a en het 
ne termen == » is, de som S der reeks —= 


B Dn n (n—l) (n—2) n(n—1)(n—2)(n—3) 
AAE VERMARC 


he A =1; B =S 12 en CSO 
den we voor mj som van de reeks teke 


SN Dr + 
prleDon (3) 6 


n+- 5 (n?—n) + 2 (n*—3n? J-2n) + 726" Lin? Gn) an 


VAO 
ik 
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16, 1 1 Ì gert t 
nt 35 3 en 6n? Ant z” Ijn +2” Ign 
bus 2 1 ns2n3 Fn? __n? (n?H2nt1) 
Bit ri 4 ri 4 
nt (ni)? n 2 
A EC =H 284... 


wat bewezen moest worden. 
Het aantal termen van de reeks 1, 2,3, 4...» bedraagt 
n, de le J- de laatste term —= nJ-1, dus de som dezer 


2 
reeks == zt, en het vierkant dezer som = Eat 8 
VAN DER War & VerBorGE; Beer. 


Tweede oplossing. 


Ten einde de waarheid dezer stelling aan te toonen, zullen 
we gebruik maken van het zoogenaamde bewijs à la Bernonilli. 
Daarom bewijzen we vooraf de 

HouresreLLinG : Als de som van de derdemachten der eerste 
n geheele getallen gelijk is aan de tweedemacht van de som 
dier getallen, dan is dit ook waar van de eerste nt 1 op 
elkaar volgende getallen. 

Gegeven : 13 233... + n3=(l + 2 +3. 0). 

Te bewijzen: 13 J-23 + 35 d.d nt dd): = 

2 
=| 28de rt 5 

Bewijs. Het eerste lid van het „te bewijzen’ is (nd 1)° 
meer dan dat van het gegeven’. Het bewijs is dus geleverd, 
als we aangetoond hebben, dat 


taarten r+ | ook (n + 1)3 meer is dan 


(142-3+... 0). 
Dit gaat gemakkelijk, want 


past = 5 OD nf = 
— (nt +6n3 + 13n? +12n F4): 4 


2 
en (14-243...) = | zn ot | == (nt H-2n3J-n?): 4 
Verschil=(4n? H12n? +12n}4) : dns J-Ôn? + 3nd-1=(ntl)?. 
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Hirn is de hulpstelling bewezen. 


Nu is 13 = 1? ; volgens de hulpstelling is dus ook 13-23 — 


(1-2)*; hieruit volgt weer: 1% 4-23 48% —=(1 424 3)? 
enz. Men kan dit voortzetten, zoo ver men wil, zoodat de 
genoemde eigenschap altijd doorgaat. 

GRAVER; DereLMANs R. v W. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1421 —1440 en 372, 373, 345 zijn ingezon- 
den door: 


G. d. B., 1421, 22, 27—36, 39, 40. 

B. EA 1421, 24, 36, 38, 40. 

H. Deelman, 142126, 98, 29, 31—33, 36—40; 373, 335. 
Graver, 1421—26, 29—33, 36—40 ; 373, 375. 

W. Meijer, 1427 —29, 31—84. 

Reve We, 1421 —26, 28—40 ; 372, 323, 345. 

V.d. Wal & Verborgh, 1421—27, 29—32, 34—40; 8373, 345. 
G. Wisse, 1421, 31, 32a, 40. 


À. 
J. 
W. 
J. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°? April 1898 franco 


1461. 


1462. 


1463. 


bij den Redacteur A. J. van BreEEN te Arnhem 
worden ingewacht. 
De som der eerste 16 termen eener oneindige meet- 


kundige reeks is 255 (21/2) en de reden ie: Be- 


reken de limiet van de som der termen, volgende op 
den 16en. (Groningen, ha. ’97.) H. VERHAGEN, 
Zal het getal |aöbal een kwadraat zijn, dan moet 3a—b 
een 11l-voud zijn. Bewijs dat, en onderzoek, of de 
voorwaarde voldoende is. 

(Groningen, ha. ’97.) H. VERHAGEN. 
Iemand kan een huis koopen, dat hem met de over- 
drachtskosten op f' 29960 komt te staan. Hij heeft 
slechts f 20000 en neemt daarom een hypotheek. Hoe 


_ hoog moet deze zijn, als de kosten daarvan 4 °/, bedragen ? 


“1464. 


1465. 


1466. 


1467. 


1468, 


(Den Haag, ha. ’97.) H. VERHAGEN, 
De som van een getal van 6 cijfers en een getal, dat 
uit dezelfde cijfers bestaat, maar in omgekeerde volg- 
orde, is 524315. Voor welk cijfer staat a in de plaats ? 
(Grripanus, Rekenvoorst. 81, bl. 169.) H. VERHAGEN, 
Een holle ijzeren cilinder, dik 5 mM., van binnen wijd 
12,5 cM. en hoog 2,5 dM., wordt van buiten met lood 
belegd, ‘ter dikte van 3 mM. Hoe zwaar weegt hij nu, 
als het soortelijk gewicht van iĳzer 7,2 en dat van lood 
11,4 is? (De cilinder heeft geen eindvlakken.) 
(Idem.) H. VERHAGEN, 
Bereken in 4 decimalen nauwkeurig 

B(2 +12). H, VERHAGEN. 
Van een rechthoekigen driehoek is gegeven de hypotenusa 
— a (25) en de som van de beide rechthoekszijden en 
de loodlijn =— 5 (47). Men vraagt de zijden en de lood- 
lijn afzonderlijk te berekenen EGeR. 
Construeer een rechthoekigen driehoek, waarvan de 
schuine zijde gegeven is en waarvan de kleinste recht- 
hoekszijde gelijk is aan het grootste der twee stukken, 
waarin de schuine zijde wordt verdeeld door de hoogte: 


De Vriend der Wiskunde. XII, 9 


1469. 


1470. 


1471. 


1472. 


1473. 


1474, 


1475. 


1476. 
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lijn uit het hoekpunt van den rechten hoek. 
(Veeartsenijschool 1897.) 

Een parallelogram te construeeren als gegeven zijn : 
de 2 diagonalen en een scherpe hoek. | 

(H. B. S. 1897.) 

Bewijs, dat de afstanden van het snijpunt der bissec- 
triees der hoeken van een rechthoekigen A tot de 3 hoek- 
punten met de schuine zijde eene evenredigheid vormen ? 
In A ABC zijn de loodlijnen AD en BE op de over- 
staande zijden neergelaten en die voetpunten verbonden 
door de rechte lijn DE. Als de zijden van A ABC 
zijn BC=a, AC=b en AB =c, vraagt men eene 
formule te vinden voor den inhoud van A CDE. 
(Adelborst 1897.) A. G. D. B. 
In een cirkel is een regelmatige twaalf hoek beschre- 
ven. De lijn, die de middens van twee overstaande 
evenwijdige zijden van den twaalfhoek verbindt, heeft 
een lengte van 2v/(2-173) M. Bereken het opper- 
vlak van den regelmatigen zeshoek, die om dezen 


„cirkel kan beschreven worden. 


(Toel.ex. Univ. 1897.) A Gape 
Een koordenvierhoek te construeeren , als men een hoek 
kent , een aanliggende zijde en de twee hoeklijnen. 
(Versuuys, Meth. bl. 48, 2.) 

De som van de quadraten der zijden eens driehoeks is 
gelijk aan het dubbel van de som der producten, die 
men verkrijgt, als men elke hoogtelijn vermenigvuldigt 
met het stuk, dat tusschen het hoekpunt en het hoogte- 
punt gelegen is. 

(KrarPer, VI. Meetk. No. 734 ) NE 
Los de onbekenden op in 2 volgende stel vergelijkingen : 


imm hoe dr — Ly 


3e —vy vy 3u + Vy 
Sv ty=3h—brl3r Hy + 6). 
(Marrus, Mat. Aug. No. 871.) EGER, É 


Een wielriĳder A rijdt van P naar Q met eene snel- 
heid van 15 K.M, per uur. Na het twee derde gedeelte van 
den weg te hebben afgelegd, moet hij wegens een defect 


1477. 


1418. 


1479. 


1480. 


884, 


80 

aan zijn rijwiel te voet zijn weg vervolgen (snelheid te 
voet 0,1 K.M. per minuut). Een tweede wielrijder B, 
die zich insgelijks van P naar Q begeeft, rijdt A 
voorbij, nadat deze 20 minuten geloopen heeft, en 
komt 40 minuten daarna A van uit Q weer tegemoet. 
Als nu gegeven is, dat B 34 minuten later dan A 
uit P is vertrokken en zich slechts 4 minuten in Q 
heeft opgehouden, vraagt men te berekenen : 
_1°. den afstand van P tot Q,‚ en 

2°, de snelheid van den wielriĳder B, in de onder- 

stelling dat deze standvastig is. 

(K. M. A. 1897.) 

Bereken met behulp van logarithmen : 

ee Bla? —b?)Pet _ a =5,2689. b = 6,325. 

Pe dy a® _ e==0,023982. d = 0,15802. 

(Cadet 1897.) 

Van een rekenkundige reeks van px termen is de eerste 
term a— 264, de laatste term / — 282. De som der 
reeks is gelijk aan 

| Sarda? data d-as — 272. 

Welke is-die reeks? (Toel.ex. Univ. 1897.) A.G.p. B. 
Bereken de waarde van z, die voldoet aan de vergelijking : 

„gr 19°,041209 


(Veeartsenijschool 1897.) 
Bepaal # en y uit de volgende vergelijkingen : 


py =O on ot Hay dyt == (et — ay +9*) 
(H. B. S. 1897.) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Op het midden eener wijzerplaat zijn 3 wijzers, een 
uur-, een minuut- en een secondewijzer. Hoe groot is de 
hoek, welken de uurwijzer met de 2 andere wijzers 
maakt, als de minuutwijzer en de secondewijzer elkaar 
voor de eerste maal na 6 uur bedekken ? 

(VersLuys, Mtk. Vrgst. I, bl. 10, 26.) G. 
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Toelatingsexamen tot de Cadettenschool, 8 en 9.Juli 1897. 


Rekenkunde. 
ï (2,70438 + 2,385 — 3,124) : 5, ME 703987 
: 1 3 2 1472853 ° 
2e a De 
883. 2 
SET / 
grebad (30 minuten.) 


II. Twee plaatsen A en B zijn door een rivier verbonden. 


Uit A vertrekt een boot, welke op het oogenblik van vertrek 
een signaal met de stoomfluit geeft, dat te B gehoord wordt. 


8 
7 minuten en rn seconde, nadat het signaal gehoord wordt, 


komt de boot te B aan. Als de boot 20 KM. per uur aflegt 
en de snelheid van het geluid 330 M. per seconde is, hoever 
ligt A dan van B.? (30 minuten.) 
III. Voor eene tooneelvoorstelling kost een plaats Îe rang 
f 2,—, 2e rang f 1,50, 3e rang f 1,— en 4e rang f 0,50. 
De totale ontvangst bedraagt f 750, terwijl op den 3den rang 
driemaal zooveel personen zitten als op den vierden; op den 
tweeden rang zitten twee en een half maal zooveel personen 
als op den eersten, en op den eersten zitten 50 personen meer 
dan op den vierden. Hoeveel personen zaten op elken rang. 


(30 minuten.) 
Stelkunde. 


I. Geplaatst onder no. 1477 (bl. 35). 
II, Ontbind in factoren : 
ar J- 8a + 3b2 Jab? — 2ab —6bH-15. (30 minuten.) 
III. Een haas wordt door een hond achtervolgd. Eer de 
hond begint te loopen heeft de haas reeds 50 sprongen ge- 
daan. Indien nu de haas 6 sprongen doet in den tijd dat de 
hond er vijf doet en negen sprongen van den haas zoo groot 
zijn als zeven van den hond, hoeveel sprongen zal de haas 


dan nog kunnen doen eer de hond hem inhaalt. (30 minuten.) _ 


Meetkunde. 


I en II zie no. 1433 en 1434 (bl. 21, 22). 
III, Bewijs, dat het kwadraat van de lijn, die een der 
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hoeken van een driehoek middendoor deelt, gelijk is aan het 
product van de zijden om den middendoor gedeelden hoek , 
verminderd met het product van de stukken, waarin de derde 
zijde des driehoeks door de deellijn verdeeld wordt. (40 min.) 


Toelatingsexamen tot de Koninkl. Militaire Academie 
(15—24 Juli 1897). 
_ Rekenkunde. 

1. Een rentenier leent aan drie personen A, B en C elk 
een som gelds tot een gezamenlijk bedrag van f 30000; A 
moet 3. B 3,5 en C 3,75°/, jaarlijksche rente betalen. Nu ont- 
vangt de rentenier jaarlijks f/ 990 interest en van A evenveel 
als van B; hoeveel heeft hij aan ieder geleend? (1 uur.) 


IL. Iemand verkoopt van zekere waar ö gedeelte tegen 


54 cent de KG., de helft met 20 °/, winst en daarna de rest. 
Hoeveel °/, is op de rest gewonnen of verloren, als de geheele 


winst 15 en de gemiddelde verkoopsprijs per KG. 67 cent 


bedraagt ? (3/, uur.) 

III. Het getal 23,45 is geschreven in het achttallig stelsel 
en het getal 23,45 in het negentallig. Druk het verschil van 
beide breuken uit in het tientallig stelsel. Als dat verschil 
tot eene decimale breuk wordt herleid, wat kan dan omtrent 
het repeteeren dezer breuk worden opgemerkt ? (1 uur.) 

Stelkunde. 

IL. Tusschen de getallen a en b interpoleert men „ termen 
zoodanig, dat alle termen te zamen een meetkundige reeks 
uitmaken; bereken de som s van de termen der reeks, zonder 
den laatsten term 5 mee te tellen. Men interpoleert vervol- 
gens tusschen elk paar termen der gevonden reeks nog een 
term , zoodat weer alle termen te zamen een meetkundige reeks 
vormen. Opnieuw wordt de som s, van alle termen behalve 


den term 5 berekend; hoe groot is Lp (1 uur.) 
II en III (elk 1 uur) zie no. 1476 (bl. 35) en 1436 (bl. 23). 
Meetkunde. 


I (l uur) zie no. 1432 (bl. 20). 
IH en III (elk 1 uur) zie „Supplement” X, no. 701 en 702, 
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Gonio- en Trigonometrie. _ 
I, II, III zie „Swupplement’’ IX, no. 697, 698, 699. 


Toelatingsexamen tot het Koninklijk Instituut voor de 
Marine te Willemsoord (21 en 22 Juli 1897). 


Rekenkunde (11/, uur). 











1. Bereken : 1 
ik 5 
dk p 
She 
245 
212 

1,2916 23,06+1,3 EEN DN: 
11,26 — 11,0083 8:13 er A2 13 
4 3 
21 15 
TT 
ie 4de 


2. Van welke 2 getallen, die 288 verschillen, is het kleinste 
gemeene veelvoud 2040? Beredeneerd op te lossen. 

3. ’s Morgens te 5 uur vertrekt een rijtuig uit A naar B_ 
met een snelheid van 200 Meter per minuut. Na aankomst 
te B houdt het 1 uur 20 minuten stil en keert vervolgens 
naar A terug, nu evenwel met eene snelheid van 250 Meter 
per minuut. Te 9 uur 10 minuten (dienzelfden morgen) komt 
het rijtuig een voetganger tegen, die 50 minuten later dan 
het rijtuig uit A was vertrokken met een snelheid van 80 Meter 
per minuut. Hoe groot is de afstand van A naar BP 

Meetkunde (3 uur). 

1. Geplaatst onder no. 1471 (bl. 34). 

2. In een cirkel is eene koorde getrokken, die een boog van 
75° onderspant. Hoe lang is die koorde als de straal van den 
cirkel # is? 

3. Men vraagt door eene algebraïsche berekening tusschen 
de uiteinden A en B eener rechte lijn AB een punt C te 
construeeren , zoodat het vierkant op het grootste stuk AC 
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| gelijk zij aan tweemaal den rechthoek, die de geheele lijn tot 
lengte en het kleinste stuk BC tot breedte heeft. 


Stelkunst (14, uur). 
1, 2 en 3 zie no. 1458, 1459 1438. 


Eindexamen H. B. S. in 1897. 


Stelkunde. 


1. Geplaatst onder no. 1480. 

2. Een vat, voor een vierde gevuld, heeft een toevoer- en 
een afvoerkraan. Als de eerste ! u.15’ alleen openstaat en 
daarna beide tegelijk 10 uren, is het vat ledig. Als echter 
beide kranen tegelijk zoolang openstaan van den beginne af, 
als de eerste tijd noodig zou hebben om het vat alleen verder 
te vullen, is er evenveel weggeloopen, als er door de tweede 
kraan in 45' wordt weggevoerd. In hoeveel uren zou de eerste 
kraan het vat geheel kunnen vullen, de tweede geheel ledigen ? 

3. Hen land heeft een bevolking van a zielen. Gemiddeld 
sterven jaarlijks b menschen. Na hoeveel jaar is de bevolking 
verdubbeld, als het getal gestorvenen tot dat der geborenen 
s jaars in reden staat als p:q? Na de algemeene oplossing 
te nemen a — 3 millioen, b — 60000 en p:q = 5:6. 


Meetkunde. 
1. Zie Vriend, no. 1469. 
2 en 3. Zie Supplement X, no. 716 en 717. 
Gonio- en Trigonometrie. 


_1, 2 en 3. Zie Supplement, no, 718, 719, 720. 


Toelatingsexamen tot de Veeartsenijschool, 1897. 
Rekenkunde. 
1. De som van 3 getallen is 1125. Vermeerdert men de 
eerste twee ieder met 25, dan staan ze tot elkaar als 3: 4 


en vermeerdert men de laatste 2 ieder met 125, dan staan ze 
tot elkaar als 5:6. Welke zijn die getallen ? 
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2. Een blok hout, waarin zich 13,5 KG. ijzer bevindt, 
weegt in de lucht 25,5 KG. en in het water 5,1 KG. Hoe 
groot is het soortelijk gewicht van hout, als dat van ijzer 7,2 is? 

3. Hoeveel S en 
(ensen re Ln Hen 307 — 6,6666 enz.: dE 


d 5) 


D, 
es eer Dr 3 
31,9333 enz. ‘50, 5 dM 50 dM3 ? 


4, Iemand werkt eerst 4 doen en 6 uren voor f 1,30 per 
dag, daarna 8 dagen en 4 uren voor f 1,40 per dag en ein- 
delijk nog 6 dagen en 7 uren voor f 1,50 per dag. 

Als hij nu f 27,65 heeft verdiend, hoeveel uren heeft hij 
dan gewerkt? (In elk der gevallen heeft hij per dag even- 
veel uren gewerkt.) 

5. Vermindert men het eerste van 2 getallen met 
0,285714285714 enz., dan staat het verschil tot het tweede 
als 1,02380950238095 enz. tot 3,6666 enz. Als men ’t tweede « 
getal evenwel vermeerdert met 0,285714285714 enz. , dan ver- 
houdt zich het eerste getal tot deze som als 1,1616 enz. tot 
3,809523809523 enz. Welke zijn die getallen ? 

6. Plaatst men achter een getal van 6 cijfers een cijfer, 
dan wordt het 6275957 grooter. Beredeneer welk cijfer er 


achter geplaatst is. 
Stelkunde. 
1. Als de dikte van een gulden 1,55 mM. is en zijn ge- 


wicht 1 DG., hoe groot is dan zijn middellijn ? 


Gehalte =— 0,945. S.G. zilver '0,5. S.G. koper = 8,8. 1 = en 


2. Iemand laat gedurende 20 achtereenvolgende jaren f 100 
uitstaan tegen 5°/, 'sjaars interest op interest en voegt tel- 
kens na verloop van elk jaar f 25 aan het kapitaal toe, ins- 
geliĳjks tegen 5°/,, interest op interest. Hoe groot zal na 
verloop dier 20 jaren kapitaal en interest zijn ? 

3 en 4. Geplaatst onder no. 1439 en 1479, 


Planimetrie. 
1. Van een vierkant is gegeven de som van de diagonaal 


en de zijde. Bereken de zijde en construeer naar aanleiding 
van de berekening de zijde. 





De 
- 
5 & 


oe ch A1 


2. Als twee cirkels elkander inwendig raken in A, en eene 
koorde BC van den grootsten cirkel den kleinsten in D raakt, 
dan deelt de lijn AD den / BAC middendoor. Bewijs. 

(„De Vriend der Wiskunde’, 1, 32.) 

3. Indien men uit een der hoekpunten van een parallelo- 
gram lijnen trekt naar de middens van de twee zijden, die 
den tegenoverstaanden hoek insluiten en die beide middens 
door eene rechto lijn vereenigt, dan vraagt men de verhou- 
ding te bepalen van het oppervlak van den driehoek, door die 


_8 lijnen gevormd, tot het oppervlak van het geheele paral- 


lelogram. 

4. Bewijs, dat de ring, die begrensd wordt door twee con- 
centrische cirkelomtrekken, gelijk is aan een cirkel, die tot 
middellijn heeft een koorde van den buitensten cirkel, rakende 
aan den binnensten. („De Vriend der Wiskunde”, 1, 38.) 

5. Eene lijn is in de uiterste en middelste reden verdeeld. 
Op het kleinste deel als bazis is een gelijkbeenige driehoek 
beschreven met het grootste stuk als opstaande zijde. Be- 
reken de grootte der hoeken. 

6. Geplaatst onder no. 1468. 


, Stereometrie. 
1—5. Zie oplossingen „Supplement’’, 1897, no. 687—691, bl. 168. 


Trigonometrie. 
1-5. nesten „Supplement’’, 1897, no. 692—696, bl. 171. 
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DE MACHTCIRKEL 
VAN 3 EN VAN MEER CIRKELS. 


1. De meetkundige plaats der punten, die tegengestelde 
machten ten opzichte van twee cirkels hebben , heet de macht- 
cirkel van die cirkels (zie Vr. d. Wisk. XI, blz. 158). 





Men kan dus ook zeggen: De kiest plaats der pun- Sj 


ten, waarvan de som der machten tot wite gegeven cirkels. 
nul is, heet hun machteirkel. 

Is P een willekeurig punt in het vlak van A A,A,A, en 
beschrijft men de cirkels A‚(R,), A, (Rs), A; (R;), dan 
wordt de som der machten van P tot die cirkels voorgesteld 
door A P2—R? +A,P? —R? + A,P? —Rô. 

Die som zal nul zijn als 

AP? 4 AP? + A,P?=Ri HR? + Rô. 

Hieruit volgt, dat er in ’t algemeen punten bestaan, waar- 
van de som der machten tot drie gegeven cirkels nal is. Om 
hun meetkundige plaats te bepalen, maken we gebruik van _ 
de volgende bekende 

2. Stelling. Is G het zwaartepunt van A A‚A„A, en 
P willekeurig, dan heeft men : 

A,P? + A,P? JA,P2 =3PG2 + A,G? HA,G? + A,G2.(P) 

B Is G HEE zwaartepunt van A A,A,A, en A‚D 
de mediaan en verbindt men een willekeurig punt P met A,, 
A,, A,, D en G, dan heeft men in A PA,D volgens de 
stelling van eN 
AP? Xx GD-DP?x A,G=PG?X AD HA, GX GD XA, D 
bant GD Ar GAD Rn 

A,P2 42 DP: = 3PG2 4+-6GD2. . . . (U) 

In A A„PA, heeft men: | 

A,P? + A, Pa—=2DD? +5 aA Ar 

Uit (1) en (2) volgt: 

A‚P2 tA,P2 4 A,P2=8PG1 46 GD? A, A3. 

Verder is: 


(*) Deze stelling blijft doorgaan als P niet in ’% vlak van 
A,A,A, ligt. Het bewijs ondergaat geen verandering. 
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Tike 
9 4 

2 1 2 1 2 
A,A3 + 3 AA? BG A,A3 


| 6 
LEED: = AD = 

si 

z5 


(2 AA] +2A,Aö —A,A5)= 


en dus 
A ,P2JA,P?HA,P? =3 PG? + : (A; A2 J-A,A? JA,A2). 


Verbindt men nog G' met A, en A,, dan vindt men uit 
de formulen der medianen : 


A,G2 + A,G2 + A,G2 —5 (A,A2 + A A2 FH A,A2) 
zoodat nu 
AP? +A,P? J A,P?2 =3 PG? + A,G? + A,G2H A,G2. 
83. Stelling. De meetkundige plaats van de punten, waar- 
van de som der machten tot A‚(R‚), A,(R„); A; (R;) nul 


is, is een cirkel, die tot middelpunt heeft het zwaartepunt 
G van A A‚A,A, en tot straal 


1 
Bo, V5 |(RLHRLHRI) — (A G2HA,G2HA,G7)| 
Bewijs. Is P een punt van de meetkundige plaats, dan is 
A,P? —R? + A,P?2 —R? J A‚P? — Ri =0 
of AP? 4 A,P2 + A,P? =R? HR? + Ri 
en dus volgens de vorige stelling 
3 PG? + A,G? HJ A,G? JH A,C2 = RI HR + Ri 
of PG VERI + RI FRI — (A,G2HA,GPHA,GD). 
Hieruit blijkt, dat de meetkundige plaats van P een cirkel 


is met G tot middelpunt en PG tot straal. De straal van 
dien cirkel wordt aangewezen door Ro 


Opmerking. De gevonden cirkel G (Ro) kan in overeen- 


stemming met het vroeger gevondene, genoemd worden de 
machtcirkel van A,‚(R‚), A, (Ry), A3 (R‚)- 
4, Voor de bestaanbaarheid van den machtcirkel van 
A, (R‚), A, (Ro), A; (R;) is noodig: 
R2 + R2 +R} A,G2 + A,G? + A,C2) 


1 
of Ri HRIHRI) (AAL HAM HAA 
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of ook, daar OG? —R? — 5 (A,AZ + A,A3 + A,A) waarin 
O en R middelpunt en straal zijn van den omgeschreven 
cirkel van A A/A,A, 
R? JR? HR?) 3(R? — OG?). 
Gaat één der gegeven cirkels over in een punt, is b.v. 
Ris 0 dan is 


je = Vs (ati (A, Gr HA Gr + A,OD 
en de en, van bestaanbaarheid is: 
R? + R2 ) 3 (R? — 0G2). 
Gaan 2 der gegeven cirkels over in punten, b.v. R‚ =0, 
R, =0, dan heeft men : 


Ra, =V5 |R: — (AG +A,G7 + AGD 
R? ) 3(R? — 0G?). 

Daar OG? — R? de macht voorstelt van G tot O (R) heeft 
men in ’t algemeen als voorwaarde voor de bestaanbaarheid 
van G (Ra } 

me 
CC RiHRIHR?43(0G2—R:) 0, 
of in woorden: Drie cirkels A, (R‚), A, (R‚), A; (R‚) heb- 
ben een machtcirkel, als de som van de kwadraten hunner 
stralen vermeerderd met 3 maal de macht van G tot O(R), 
positief is. | 

Laat men R,‚,‚ R,, R, veranderen, maar zoodanig dat 
R? JR? JR? constant blijft, dan zal, zooals uit de formule 
van Ro, blijkt, de machteirkel onveranderd blijven. Er be- 
staan dus bij dezelfde middelpunten A,, A, , A, verschillende 
drietallen van cirkels, die denzelfden machtecirkel hebben. 

5. Zijn p,, pa) Pz de stralen der machteirkels van A, (R‚), 
A, (R‚), A, (R‚) 2 aan 2 genomen, dan is: 


p= V|2 RRD — Aat | 
mi V|2RERD — AAE 
5 V 2 RRD — A AR 


ee 
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4 (otHo}o3) = 4 (R}HRIHRE) ALALHA,AFHA, AD) (1) 
4 (pidelel) =9 RI, H(RiTREHRS) … - - - « (2) 


4 
oldethe} URI, = rg AALFAALHAGAL « … … G) 


Opmerking. Im hetgeen volgt wordt de machtcirkel van 
twee cirkels tweemachtcirkel genoemd, die van drie cirkels 
driemachtcirkel enz. 


6. Zijn 4 punten A,‚, A,, A;,, A, in eenzelfde vlak ge- 
legen, dan kunnen zij op drie wijzen in groepen van twee 
paren genomen worden , nl. : 

A, en A,, A, en A, 
A, en A,, A, en A, 
AS en A, Aen A. 

Verbindt men de punten van elk paar en daarna de mid- 
dens van elke twee bij elkaar behoorende rechten, dan zullen 
de drie laatst getrokken rechten door één punt gaan. Immers 
de middens van A,A,,A,A;, A;A, en A,A, zijn de hoek- 
punten van een parallelogram. De rechten, die de middens 
van A,A, en A,A, en van A,A, en A,A, verbinden, zijn 
de diagonalen van dat parallellogram en deelen dus elkaar 
middendoor. -Zoo blijkt, dat de drie bedoelde rechten elkaar 
in één punt G snijden. 

Stelling. Voor een willekeurig punt P in 't vlak der punten 
A, A, As, A, heeft men (G als boven) 

AP? + A,P? + A,P2 + A,P? = 

APG? H A,G2 HJ A,G? + AGG? + A,G2, 

Bewijs. Zijn B,, B,, B,, B,, B,, B, de middens van 
AjA.,, A,A., A.A,, AA, , A,A,, A,A,, dan krijgt men 
door herhaalde toepassing van de formule voor de mediaan 


A,P2 HA,P?=2B,P? 43 A, 
1 

AsP? HA,P: =2B,P? 43 AA 

A,P2 HA,P1=2B,P? +5 AAR 


AP? + A‚P2 =2B,P? +3 AA? 


46 | | | Ee 
AP: 4 A,P? =2B,P? B A At 


AGP: HAP: =2B,P? 43 A,A 
en door optelling | 
3x (A,P? JAP? + A,P2 + A,P2) == 

2x (B‚P2 4 B,P? +B,P2 + B‚P? + B,P 4 BP?) + 
EAA HAAZ HAA HAA HAA +AA)? (D 

Verder is | 
2B,P? +2B,P? =4PG? + BB? 
2B,P? +2B,P? =4PG? 4 BB} 
2B,P? +2B,P? =4PG? + B.B? 
waaruit volgt 

2(B,P? +B,P? 4+B,P? + B,‚P? + B‚P? + B‚P?) = 
12 PG? +BB? + B,‚B? + B, B?. 
Door substitutie wordt (1) nu 
3X(A,P? + A;P? + A,P? + A,P?) = 
12 PG? J-B,B? +B,B? +BB? 4-p?. . . (Q) 
waarin p?% voorstelt de halve som van de kwadraten van de 
verbindingslijnen der 4 gegeven punten. 

Daar (2) algemeen is, krijgt men door P met G te doen 
samenvallen | 
3X(A,G? JA,G? + A,G2 + A,G2)= 

B,B?+B,B}4B,B} dp? … . « « (8) 
en door (3) van (2) af te trekken na vereenvoudiging 
AP? J-A,P2 JAP? +A,P3 == 
4PG? HA,G? HA,G? + A,G2 + A,G2. 

d. Met behulp van het vorige komen we nu onmiddellijk 
tot de volgende | 

Stelling. Vier cirkels A, (R‚), A, (R‚), As (R‚), A, (R‚) 
hebben in 'talgemeen een viermachtcirkel. Zijn middelpunt is 
het boven aangeduide punt G en zijn straal 

Ben Pr 


1 
ZV |RLHREEREERE) (A, G2HA,G2HA,G2+A,G2)| IE 


Bewijs. Is P een punt van den viermachtcirkel, dan 
heeft men 
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AP? —R} 4 A,P?—R? + A,P? — R? JA,P2—R? =0 
of AP? + A,P2 HAP? + A,P? =R3 + R3 HR? +R? 
en daar steeds 

A,P? + A,P2 + A,P?2 + A,P2 == 
APG? JAG? JH A,G2 HJ A,G2 H- AG? 
ligt P op den cirkel met G als middelpunt en met den straal 
PG =R, , en 
R _— 


4m 
zV Ie: +R2+R2-+R3) — (A,GPHA,G2HA, GHA GD. 
Opmerkingen. a. De formule voor den straal van den twee- 
machteirkel kan in denzelfden vorm geschreven worden, als 


die voor de stralen van drie- en viermachtcirkels. De vroeger 
gevonden formule is: 


1 
Ro =5 V|2R1+R3) —a| 
waarin a de afstand beteekent van de middelpunten A, en 
A, der gegeven cirkels. 


Is nu G het midden van A‚A, en dus het middelpunt van 
den tweemachtcirkel, dan is: 


Ban — VE |t + en — (a,ar + A,G)| 


verder 
Ì 
Ran =V5 |R HRE HRD — (ALG H A,G2 AGD 
en R, == 
m 


1 d 
Vi |R? FRIHRIHED — A,67+A,G2HA,GPHA,GE)f. 


b. Voor de bestaanbaarheid van den viermachtcirkel is noodig 

Ri +R? 4R?4R?Dj AG? + AG? + A,G2 + A,G2. 

Ook is het mogelijk, dat óén, twee of drie der gegeven 
cirkels in een punt overgaan en men dus kan spreken van den 
viermachteirkel van 3 cirkels en een punt, van 2 cirkels en 
24 punten, van 1 cirkel en 3 punten. 

c. De 4 cirkels A, (R‚), A, (R‚), A; (R;), A, (R‚) kun- 
nen op 6 wijzen 2 aan 2 genomen worden, zij hebben dus 
6 tweemachtcirkels. Noemen we hun stralen 
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Paar Piz Frar Pâzs Paar P3a 
(o,, = de straal van den tweemachtcirkel van de cirkels 
A,‚(R‚) en A, (R,) enz.) 
dan vinden we uit de formules dier stralen 
4(oïsdeighetatelsteieteis) =6 (RRRS HRE) 
— (A, AZHA,ARHA, ARA, AZHA, A2HA, A3) 

of 4 (oïo HH) =O (Rit. Ri)A4 (A,G2 +. A,G2) 
en 4Rj, =(Ri +... + Ri) —(A,G? H.H A4G2) 
waaruit afgeleid wordt 

Dota dd PZ) =(RE + + RI HER, 

2 (oîs +. Hoi) = ALG + et A,G*) +12 Ri, 

8. Wanneer men van de # punten A,, Á,...A, in een- 
zelfde vlak gelegen, A, met A, verbindt en op de verbin- 
dingslijn A,B, =3 A,A; neemt, B, met A, verbindt en op 


BA, een punt B,, zoodat BB, = : B‚A, neemt enz., dan 


krijgt men ten slotte, als elk der De punten Germiae 
gebruikt is, een punt G. 

Trekt men nu een willekeurige rechte, die geen der ver- 
bindingslijnen van 2 der gegeven punten snijdt, dan is het 
niet moeilijk aan te toonen , dat » maal de loodlijn uit G op 
die rechte neergelaten, gelijk is aan de som der loodlijnen 
UIR Ns Aers Á, op die rechte getrokken. 


Noemen wij de voetpunten der loodlijnen uit A,, A, ..… Á, 


en G achtereenvolgens C,, C, … C, en G,, dan is 
nXxGG = A0, HA,0, +... HAC. 


Trekt men de willekeurig aangenomen rechte zoo, dat zij 
eenige der verbindingsrechten van de gegeven punten snijdt 


en b.v. de punten ed Bj en Á, niet aan denzelfden kant 


van die rechte liggen met G en met de overige punten A, 
dan zal even gemakkelijk blijken, dat men heeft 
nXGG,=A,C, + A,C, Ten Cena 


qq 
—A CAO, 
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Uit de constructie van het punt G blijkt, dat steeds, bij 
elk gegeven bepaald aantal punten A, zulk een punt bestaat. 
Het punt G heet naar de eigenschap, die het heeft en die 
door de bovenstaande vergelijkingen wordt uitgedrukt, het 
gemiddelde-afstandspunt van A,, A,.…. A, 


Dat het hier bedoelde punt G hetzelfde is als de punten, 
met die letter aangewezen in 2 en 6, is duidelijk. 


Laat men de rechte, waarop loodlijnen werden neergelaten 
uit G en uit de punten A, bewegen tot dat zij door G gaat, 
dan leidt men uit het bovenstaande onmiddellijk af: 

Trekt men door het gemiddelde afstandspunt G der punten 
A, A» A, een willekeurige rechte, en daarop uit die 


punten de loodlijnen A,C,, A,C,.…. AC, dan is de som 


dier loodlijnen aan den eenen kant van de rechte gelegen, 
gelijk aan de som der loodlijnen, die aan den anderen kant 
liggen. 


9. Stelling. De 
meetkundige plaats 
der punten, waar- 
CE B, van de som der mach- 

; -P eten < tot, “A (RI)r, 
Beleen zr, Arn Re emee A (R‚) 


IN n nul is, is een cirkel 
G (-machtcirkel), die 
4 7 tot middelpunt heeft 
nt ee A het gemiddelde-af- 

BEN. EED standspunt G- van 
A, A, ...Á, en tot 


Fig. 1. straal 
Î 9) 9 2 
R= Vol RERIE RI) A G2HA,024+A GP) 


Bewijs. Zij P een der punten van de meetkundige plaats. 
Trek PG en uit A, A... „A, de loodlijnen A,B,, A,B, … 


AB, op PG. Verbind A, A,.… A, met P en met G, dan is 
De Vriend der Wiskunde, XIII Á 
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AP? —A,G? =B,P? —B,G? =—PG(B P+B,G)= 
— PG (2B,G — PG) 
A,P2 —A,G? = BP? — B,G? = — PC (B, PHBG) = 
— PG (2B,G — PG) 
A,;P? —A,G? == BP? —B,G? = PG (BP — B,0) = 
PG (PG — 2B;G) 
A,P2 —A,G? = BP? —B,G? = PG(B,P + B,0) = 
PG (PG + 2B,G) 
Pp: — A _jG* En B, Jb ri rt AR _ 
PG (BjerE. — Be) = PG (PG + B, 1 
Ee on Aat = Di me BG? = PG (BP en Bt)= 


Arp 1 
G) 


PG (PG — 2B,6)-' 


Door optelling verkrijgt men : 
(AP? HAP? AP) —(A,G2JA,G? +tA,G2) == 
= nXPG— 2PG(B,G+B,G+B;G—B,GE B, GBG) 
Trekt men nu door G een rechte loodrecht op PG, dan 
stellen BG, B‚G..…. BG de loodlijnen voor uit A,, A,...A 
op die rechte neergelaten. 
Volgens 8 is nu 
BG +B,GtB;G BG tE... —B, ,G4BG=0, 
zoodat de vorige gelijkheid wordt 
AP? + AP? +.… JAP? = 
nXPG? JAG? + A,G2 +... AG? ll) 
Daar P tot de meetkundige plaats behoort, is ook 
A,P* —R} JA,P? —R? +. APS —R‚ =0 
of A‚P° JAP? + AP =Ri +R? +... RBR 
Volgens (1) is nu 
Rí + Ri +... Ri Sn Xx PG? HA, GH AGP Ht AG 
De meetkundige plaats van P is dus een cirkel met het 
middelpunt G en den straal PG = Rm terwijl 


1 c 9 5 5 
Ren=V | RHEEDE +RIJ AG" HA,G2HHA, GP) II 


n 
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Opmerking. Het voorgaande blijft onveranderd doorgaan 
als 3 of meer der gegeven punten op één rechte liggen. 
Liggen al de punten A, A. A, op één rechte, dan ligt 


ook G op die rechte en de afstanden A‚G, A,G.., A ne 


kunnen dan uitgedrukt worden in de afstanden der punten 
A, Aj...A,. 


10. Wanneer 
de middelpunten 
van eenige cirkels 
op één rechte lig- 
gen en de cirkels 
tot hetzelfde cir- 
kelstelsel behoo= 
ren en dus een 
gemeenschappelij- 
ke machtlijn heb- 
ben, kunnen wij 
de volgende ge- 
vallen onderschei- 
den : 





Fig, 2. 


19, de cirkels snijden elkaar ; 

2°, de cirkels raken elkaar ; 

38°, de cirkels hebben geen punt gemeen. 

1°%. De cirkels A, (R‚), A, (R‚), A; (R3) snijden elkaar 
in de punten S, en S,, hun middelpunten liggen aan den 
zelfden kant van hun machtlijn S,S,, die de as in D snijdt. 

Stellen wij A,D=a, A‚D=a,, A‚;,D=a, en is G het 
gemiddelde afstandspunt van A,‚,A,, A; dan heeft men: 


reeel 
GD = 5 (a, +4, +a;) 
en voor den straal van den driemachtcirkel 
Ron = V5l@1HRI # Ri) — (ALG? HA,GP HAC]. 
Stellen we nog S,S, =p dan is 


s 9 9 s 9 3 2 2 9 
Ri Ri +Ri=ASi HAAST HAST =D" hatpaida 
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en 4 OEE + 
tE a Ha. A + herze Hasta) = 
= la, + a, +43)? lar Ha, dao)? ai dai daj. 


of A,G°FA,G*P AG? =at Hai Ha} — 5 atas). 


Door substitutie verkrijgen wij nu: 


Ran = Valt RD Far Has da.) 
of Rg „=V 5 (a haha)? +! 


Daar men voor dezen vorm ook kan schrijven 
Ra, = (DG? + DS5) 


zoo blijkt hieruit dat de driemachteirkel tot hetzelfde cirkel- 
stelsel behoort als de gegeven cirkels. 

Opmerking 1. Ligt het middelpunt van een der cirkels 6 
A, niet aan denzelfden kant van de machtlijn als A, en A; 
dan zal met behulp van S gemakkelijk blijken, dat de formal 
voor den straal van den driemachtcirkel overgaat in 


„=V bz er — ar da) HAetl 

Opmerking 2. Laat men de cirkels A, (R‚), A (R), A, (R‚) 
veranderen, maar zoo dat zij steeds door S, en S, blijven 
gaan en dat de algebraïsche som der afstanden van hun mid- 
delpunten tot SS, dezelfde blijft, dan blijft hun driemacht- 
cirkel onveranderd. 

Opmerking 3. Zijn a, en a, J-a; standvastig en verwij- 
dert A, zich van A,, dan zal A, tot A, naderen. Valt A, 
met A, samen, dan is G (Rs ‚„) de meetkundige plaats der 


punten, wier dubbele macht tot A‚(R,) het tegengestelde is 
van hun macht tot A,(R,). Nu is A,G:GA, = 1:2. 
Beweegt daarentegen A, zich van A, af, dan zal A, tot A, 
naderen. Bij die beweging RE As en A, ergens in ei 


punt B samenvallen, zoodat BD = 5 Hi + 43). Dan is G (Ra ) 
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de meetkundige plaats der punten, wier machten tot A, (R‚) 
de tegengestelden zijn van hun dubbele machten tot B (BS). 
Dan is A,G:GB=2:1. 
Opmerking 4. Op dezelfde wijze als boven voor 3 cirkels 
is gedaan, kan ook gehandeld worden met een willekeurig 
aantal (x) cirkels, die door 2 vaste punten S, en S, gaan 


en wier middelpunten A, A,...A, op afstanden a, a, …. a, 


van S,S, verwijderd zijn. Voor den straal van hun n-macht- 
cirkel vindt men 
Bm =V | a F0 Ha ee 
ST B En lees 


in. 29. De cirkels A‚(R) A, (R‚).…. A, (R‚) vormen 


een cirkelstelsel en raken elkaar in D., 
Hebben a, a, .…. a, en G dezelfde beteekenis als in 10, dan is 


Ri Ri... Ri =ar Hajar 
1 9 
en ALG2HA,G2fn HA GP) (a, Has Hea), Ik 
1 ie 2 
zj Ayat apa, | dt elaras tete )—a| 


ik 2 
= (Orta dta)? la, Har tea DP HATH ta) 
of ALG? LAG HHA Gt = 


| 1 ô 
= (a? tener des (4 dj He F0) 

De formule voor den straal van den „ machteirkel wordt dus: 

1 
Re == „(4 Ja, J-.…. 4). 

Liggen de cirkels aan verschillende kanten van de macht- 
lijn, dan heeft men in ’t algemeen: 
| 1 

nn vita La) Aaen Oe Vv 

Kameo De cirkels A, (R‚), A, (Ra)... fia (R) vormen 





een stelsel en hebben geen punt gemeen. Hun machtlijn snijdt 
de as in D. 
Zooals bekend is liggen de middelpunten van alle cirkels, 
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Fig. 3. 


die tot het stelsel behooren buiten 2 vaste punten L, en L, 
op de as. Deze punten heeten de grenspunten van het stelsel. 


Stel LL, =p en beschrijf D (5 p) ‚ dan worden alle cir- 


kels van het stelsel door dezen ciekel rechthoekig gesneden. 
Is weer G het gemiddelde afstandspunt van A, A... Á, 


en Ar Dan ADs ………A D=a,, dan heeft men: 


5 5 5 9) 5) Nn 5 
Ri Ri F.R =aj Hai d... tien 
AG? JAG? +... AG? = (zie 11) 


9 5 5 1 9 
(0 0Â beed) lar Arie 


of wanneer niet alle cirkels aan denzelfden kant der macht- 
lijn liggen: 


à bn 
A, G2HA,G? TAG? =(ai tai +…+ ar) „U dEE0)" 
zoodat de straal van den „-machteirkel wordt uitgedrukt door : 


1 Ok! 
Bam = Vlo e Has tka) iet oan wek 
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13. Vatten wij nu samen, wat in 10, 11 en 12 is gevon- 
den, dan komen wij tot de volgende 

Stelling. De n-machteirkel van # cirkels van eon cirkel- 
stelsel behoort tot dat stelsel. Zijn straal wordt uitgedrukt 
door een der formules: 


1 
Rim = Vlerken te wa) He 40°| 


R „== tE (a, ta, t...+a) 
\1 1 
Rn VIe (a, +a, ed dk ed 
al naardat de machtlijn van het stelsel de cirkels snijdt of 
raakt, of geen punt met die c'rkels gemeen heeft. In ’t eerste 
geval beteekent p de lengte van de gemeenschappelijke koorde, 
in ’t laatste geval is p de afstand der grenspunten; a,, aj.…a, 


zijn de afstanden der middelpunten tot de machtlijn, zij moe- 
ten positief of negatief genomen worden, naar gelang zij met 
G, het middelpunt van den »-machtcirkel, aan denzelfden of 
aan den tegenovergestelden kant van de machtlijn liggen. 


Opmerking. Uit bovenstaande waarden van B, blijkt, 


dat alleen in 't laatste geval de n-machteirkel onbestaanbaar 
kan zijn, nl. als 


{ 1 
na (a, Eat. tad jp 


en dit heeft plaats als G tusschen L, en L, valt. 


14. Zijn A‚(R‚), A, (R‚), A, (R‚) cirkels van een stelsel, 
waarin de machtlijn geen punt met de cirkels gemeen heeft 
en ligt A‚(R,) niet aan denzelfden kant der machtlijn als de 
beide andere cirkels, dan wordt de straal van hun macht- 
eirkel voorgesteld door : 


1 1 
Bam =V|5 (es Hes ariel. 
Zijn L, en L, de grenspunten en laat men A, met L, en 
A, met L, samenvallen, dan gaat die formule over in: 


vane)" 0)" 
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De machtcirkel is bestaanbaar, als voldaan is aan: 
1 A 1 
Bep 
Ì 1 | 
of 3 A.D > 5 L‚L, en ASD ens ts EE Le 5 bb, 
dus AL, ) LL, [ 
Daar A, (R,) rechthoekig gesneden wordt door D G ») is 


1 
2 
AL, XA,L, = R? 
dus L, en L, zijn inverse punten ten opzichte van A (RO 
Voor elk punt van den cirkel GR) is: 


PL? + PL? J PA2—R?=0 

of PL? + PL? + PA? =R?. 

We hebben dus: 

Zijn L, en L, inverse punten ten opzichte van A, (R‚), 
dan is de meetkundige plaats der punten P, waarvoor 

PLi + PL3 + PA? = R? 

een cirkel, die reëel is zoolang de afstand der inverse punten 
kleiner is dan de afstand van A, tot het dichtstbij zijnde 
dier punten. 


15. Zijn A,‚(R,) en A, (R.) gegeven cirkels, verdeelt men 
A,A, in een willekeurig aantal gelijke deelen en beschrijft 
men uit de deelpunten als middelpunten cirkels, die met A, (R‚) 
en A, (R.) tot hetzelfde stelsel behooren, dan zal de macht- 
eirkel van al die cirkels dezelfde zijn als die van de gegeven 
cirkels. Want is D het voetpunt van de machtlijn van A, (R,) 
en A, (R‚), dan vindt men met behulp der formules IV, V 
en VI, dat de straal van den machteirkel van al de cirkels 
(de gegeven cirkels daaronder begrepen) in elk der drie ge- 
vallen wordt uitgedrukt door 


1 8 4 
IV. R‚= 5 VAD AD) + pr | 


VR, = +3 (AD + A,D) VII 


mn 


1 sor 
VL R‚= VAD + A.D): — p°| 


Nu moet nog worden aangetoond, dat middelpunt en straal 
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van den machtcirkel der gegeven cirkels in elk der drie ge- 
vallen dezelfde zijn als die van de bovengenoemde cirkels. 

In het le geval, dus als A, (R,) en A, (R‚) elkaar snijden 
in 8, en S,, is de straal van hun machtcirkel (als G het 
midden van A,A, is en de middelpunten aan denzelfden kant 


van de machtlijn liggen) = GS, = ; v | 2(RÌHRS) — A,A?2 

51 5 1 9 1 9 
en G8, = V|en-+ Ds; VI AD HAD) 4 r2| 
of Gs — 3 VIAD, 4 AD: + p2|. 


Liggen de middelpunten A, en A, ann verschillenden kant 
van D, dan blijkt evenzoo dat 


1 
ZV [2 Rim —A As | =05,=zV (A, D-A,D)2+p2 | 
In het 2de geval, als de cirkels elkaar in- of uitwendig 
raken, heeft men 





1 €) 5 ) 1 gy 
zV [PEER A Ar |= HV lore rr): |= 
dt Eee j 1 


In het 3de geval, als de cirkels geen punt gemeen hebben, 
zal men hebben 


1 
5 V|2@1 HRD — AA: Ke 

1 | JJ 1 2 2 1 2 2 
=zV|2A,D — 50? L2A,D? — op? (A,DFA,D) en 
3 VAD? HAD: #2 ALD XA,D — p5) = 


=zV|A,D + A.D —p:|. 
Dat het middelpnnt van den machteirkel van A, (R,‚) en 
A, (R‚), het midden van A,A,, samenvalt met het gemid- 
delde-afstandspunt van de middelpunten der bovenbedoelde 
cirkels, is op zich zelf duidelijk. 
„16. Zijn de middelpunten der cirkels A, Rr )rAn CREME 
Á, (R) coneyelisch (op een zelfden cirkelomtrek gelegen) dan 
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kan de straal van hun machtcirkel nog op een andere wijze 
worden voorgesteld dan volgens form. III. 


Is O het middelpunt en 
R de straal van den cirkel _ 


waarop A,, A, …Â, 


liggen en G het gemiddelde- 
afstandspunt van die pun- 
ten, verbind dan O met 
G en laat uit A,, AA, 


loodlijnen A,B,, A,B,.… 
A B op OG neer. 

un 

Be In de AA ATO 
Fig. 4. AFOG A „OG is nu’: 
A,G2=R? +00? +20G Xx BO 
A,G? = R2 HOG? —20G x B,O 
AG4 SRA HOG? OG DEE 





A,G2=R? + OG +2 0G XxX B,0O 
waaruit door optelling : 
AG? HA,G? HA,G2 HJ... A Ot 
—=nXR? dn XO + 2 OG (B,‚O — B‚0 —.. + BO). 
Denkt men zich door O een rechte loodrecht op OG, dan 
zijne B, Os BrORmB0 …B‚O de loodlijnen uit A,, A,, 
A; -.…Á, op die rechte neergelaten en dus volgens 8 
BO —B,0—-B;0 zE. BO enk xX OG 
zoodat nu 
AG? HA,G? J.H AG? = nk? JnxOG? -2nxOG? = 
—=n(R? — 0G?). 
De formule III 
1 
R= Vv: \R2R2-R3) (A,G2 HA, GPL. A,G) 


wordt dus nu: 


1 
Ry, = VIELE RE H +R) —R2 — 002) … VIII 


59 


17. Stelling. De driemachtcirkel van A,‚(R‚), A, (R‚), 
A, (R;) is ook de driemachtcirkel van hun tweemachtcirkels. 

Bewijs. Zijn p,, P„, Pz de stralen der tweemachtcirkels, 
A{, 42) 43 de zijden van A A,A,A,, dan heeft men 


n= VERD —at| 
mz VI2RRD—a3| 


1 
e= V|2 RI HRD —at| 
Daar de middelpunten der tweemachtcirkels de middens 
O,, 0O,, O, der zijden a,, 4, a, zijn, zoo vallen de mid- 
delpunten der beide driemachteirkels samen. 
Noemen wij R„, en Ro, de stralen der driemachtcirkels 


van A‚(R,), A„ (R‚), A; (R;) en van O, (p,), O, (p>), 
Os (p3), dan is 


1 
Ran =V5 |RLHRAHRE) — (A02 HA, GEHAG) 
1 1 
of Ray =V5 |CFRHRD — zet Hato) a) 
' 1 OE 
ee Ran Vs et + 2} +3 — zg (Gi + 4} +ad)| = 
11 1 1 
= Vi |EERAHAREHARIJ Hat hathot)— (CtattaD)| 
/ 1 1 2 
Ron = V5 |BAHRERS) —j (@tHattef 
Uit (1) en (2) volgt: 
dm gm 
en daar de twee driemachtcirkels hetzelfde middelpunt hebben, 


moeten zij geheel samenvallen. 
18. Stelling. Zijn n cirkels A‚(R‚), A, (Ry)... A, (R‚) 


gegeven en is G (R‚) hun machtelrkel , laat men nu beurte- 


ZE) 


lings een der gegeven cirkels buiten beschouwing en bepaalt 


men de machtcirkels G, (R im)» Ga Ro): (BR) van 


de overigen, dan zal de machtcirkel van deze laatste „ cir- 
kels dezelfde zijn als die van de gegeven cirkels. 
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Bewijs. Volgens form. III heeft men 
(nl) Rj, n= RiHRiJ RI) (A, GTA, GittA, Gi) 
(01) RI, (REHRZH RIA, GLA, GZ tA, 03) 


ZnS 
(m1) RL RI RI. RE) 
— (AGZ HA,G2 HHA 462) 


waaruit door optelling verkregen wordt 
(1 (R3 ARB eet RI) I(RJHRI Het RI) 
(1) —(A, Gí FALCTHHA GD) (4 1Gi+A;0it.tA, 05) 
(ALG HHA, ,C). 
Verder is volgens 9 (1) 
(n—1) G,G2 =(A,G2 + AG? H.L AD ane 


— (AG Asi tt AG) 

(11) GG =(A,G JAG? HHA 02) 
— (A02 JAG ee 
DOG (A Ge AR Go | 
(AG LAG HANG 


en dus door optelling 
nl) (G,G? + 0,0... GG) = 


=(nI(A,G? JA,GP Je FA OEE 
OO (ALOHA GE) —(ALGEHALGE Pd AOR 
— (A02 JD 
Do (2) van (Ì) af te trekken krijgt men nu: 
im Bott Ri) — (0,0? +6, tt GG) = 
na 


Na deeling door # en worteltrekking drukt de vergelijking 
uit, dat de stralen der machtcirkels van de beide groepen van 


n cirkels, nl. A (R‚) …À, (R‚) en G, (Ri) Ee G, (R) 


gelijk zijn. Dat ook de middelpunten dier 2 machtcirkels 


BEET 
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samenvallen, blijkt hieruit, dat het gemiddelde-afstandspunt 


van A,...A, hetzelfde is als dat van G,.…. G 


Ander bewijs. Zij P een dij van GR), dan is de som 
der machten van P tot G, (R‚).-.G „ B) = 


=(PG3 HPG3 4 + PG) — Es Ri He RI 
Nu is, zie 9 (1), | 
(nr) PG} =(AGP*HAGP2H A PI) (A GEHAG) 


—= (AP? +. + AP?) — (R2 deer + RI) + (n—1l) Ri 


Handelt men evenzoo met (n—1l) PG? enz., dan vindt men 
na optelling en deeling door n—l 


(PG3 + PG2 J.H PG?) — (Rí Bel ee Ri)= a 
== APE HARD RT RI) 
En daar het 2de lid == O is, moet het 1ste lid ook = 0 


zijn of m. a. w. P is een punt van den machtcirkel der » 
eirkels G, (R‚‚)... G CRS) 


19. Op dezelfde wijze als in 18 toont men aan de 

Stelling. Laat men van « cirkels achtereenvolgens leen 2e, 
2e en 3e, 3e en 4e... (n—lje en ne buiten beschouwing en 
bepaalt men de machtcirkels van de overigen, dan hebben 
die machtcirkels denzelfden machtcirkel als de geven cirkels, 

en in ’t algemeen 

Laat men van „ cirkels achtereenvolgens de le, 20... pe, 
de 2e, 3e...(ptije,.... de (n—ptlje, (n—pd-2)e... ne 
buiten beschouwing en bepaalt men de machtcirkels van de 
overige , dan hebben deze machtcirkels denzelfden machtcirkel 
als de gegeven cirkels. 

De stelling kan op de volgende wijze nog algemeener ge- 
maakt worden : 

Groepeert men de n gegeven cirkels op alle mogelijke wijzen 
p aan p en bepaalt men de machteirkels van de n—p telkens 
overblijvende cirkels, dan hebben die machtcirkels denzelfden 
machteirkel als de „ gegeven cirkels. 
Het bewijs kan op dezelfde wijze gegeven worden als het 
2e bewijs in 18, 
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20. Stelling. De driemachtcirkel van A‚(R,), A‚ (R‚), 
A, (R‚), de tweemachtcirkel van 2 dier an en de derde 
BEEKA behooren tot hetzelfde cirkelstelsel. 

Bewijs. Ziĳ O, het middelpunt en /, de straal van den 
machtcirkel van ke (R‚) en A, (R.) en G (Ro, ) de drie- 


machteirkel. Wij kannen 3 gevallen onderscheiden. 

1°. A;(R‚) en O, (p,) snijden elkaar in S, en S.. 

20, A‚{R‚) en O, (p, raken elkaar in S. 

3°%. A‚(R‚) en O, (o,) hebben geen punt gemeen. 

In ’t eerste geval is de som der machten van S, (of S,) 
tot A,(R‚), A, (R‚), A, (R‚) nul, dus G (Ro) gaat door 


S,en S, en S,S, is de machtlijn van A, (R‚), G (R5,) O, (0). 
In ’t tweede geval blijkt evenzoo, dat het raakpunt S van 
A; (R,) en O, (o,) op G (Ra, ligt, dus dat zij dezelfde 


machtlijn hebben. 
In ’t derde geval hebben A, (R,) en O, (p,) geen punt ge- 
meen. De macht van een willekeurig punt P van G(R5,) 


tot O, (p,) is 
1 1 1 
PO}—o? =(3 PA] +3 PAL —j AAL) — 


(5R3 HER — LA == 


= |(PA] — Ri) + (PA —R3)|. 


Hieruit blĳkt, dat de dubbele macht van elk punt van 
G (Ra) tot O, (p,) vermeerderd met zijn macht tot A, (R‚) 


nul is. Bovendien is O,G:GA, =1:2. 
Uit 19 opmerking 3 volgt nu, dat O, (p,), GR) en 


A, (R‚) tot hetzelfde cirkelstelsel behooren. 

Opmerking. Uit deze stelling volgt, dat men om den drie- 
machtcirkel te construeeren, als volgt kan handelen : 

Bepaal het zwaartepunt G van A A,A,„A,. Dit is het 
middelpunt van den gevraagden cirkel. Construeer den macht- 
cirkel van A,„(R,) en A;(R;). Wordt deze door A‚(R‚) 
gesneden of geraakt, dan is de straal van den driemacht- 
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cirkel gevonden. Hebben O, (p,) en A,‚(R,) geen punt ge- 
meen, bepaal dan het voetpunt D van hun machtlijn. Be- 
schrijf uit D een cirkel, die hen rechthoekig snijdt en trek 
uit G aan dezen laatsten een raaklijn. Die raaklijn is de 
straal van den gevraagden cirkel. 

zl. A, (Rs), A„ (Ro), As (R;) zijn gegeven cirkels. M 
is hun machtpunt en P‚‚, de straal van hun orthotomischen cirkel, 


D en po, zijn middelpunt en straal van hun diatomischen cirkel 


(de cirkel, die hun omtrekken middendoor deelt), O is het 
middelpunt van den omgeschreven cirkel van A A,A,A, en 
H zijn hoogtepunt. 

Stelling. Beschrijft men uit H als middelpunt met 
RV |R? RE RI HARE) — at Hat Hap) … mx 


als straal een cirkel, dan kebben 
A, (R‚), A, (Ro), A; (Ro) 
denzelfden machtcirkel als 
M (o), D(o), H(R‚). 
Bewijs. Reeds is aangetoond (zie Vr. d. Wisk, X[I, 1897, 
blz. 177), dat O het midden van MD is. Daar verder OG —= ;OH 


zoo is G het zwaartepunt van ‚\ MDH, 

De AA A,A,A, en MDH hebben dus hetzelfde zwaarte- 
punt, zoodat de middelpunten der machtcirkels van A, (R‚), 
A, (R»), A; (R‚) en van M (p), D (0), H(R,) samen val- 


len. Noemen wij hun stralen Ra, en Ro» dan is 


BR A | 
Bam = Vi |e2, +03-F Bj) —EMD* 4 MEt 4 DE2)|. 
Nu is 

pa, t ej AM? — Ri HAD)? 4 Ri} = AM? J AD? = 


=2A0? JZ MD? — 2R? 45 MD? 
en MH? 4-DH* =20H? 4 5 MD* = 


=18R? — 2(aî Ha? Ja}) 43 MD? 


br as Len “Pl PE 
ESE 
Enk Pte 
s k Ee a FR 2 - 
64 5 


zoodat 
B vs |@R? HEMD" H-RIR3HRj—0t—bteAR?) | 


1 5 5) 9 3 
—z(18R? — 2 [a Hai Hail + 3 MD2) | 
1 5) 5 ) l ge 9 md 
Ge V5|RERHRD 3 ajtaik a) = Ba: 


De beide drietallen van cirkels hebben dus denzelfden cirkel 
tot machteirkel. 

Opmerking 1. Er zijn nog drie paren cirkels, die over- 
eenkomst hebben met de bovengenoemde M (o, „en D (eo, ). 


Wij kunnen ze voorstellen door: 
M (1) en De») M(o)) en D.(ps,} M slog) en D(o37) 
M, Con) is de cirkel, die A, _R_) rechthoekig snijdt en 


de omtrekken van A,{R.) en A, (R,) middendoor deelt, 
Evenzoo M, (o, „) en M, (Pao): 


De (ein) is de cirkel, die den omtrek van A, (R,) midden- 


door deelt en A, (R‚) en A, (R,‚) rechthoekig snijdt. 
Evenzoo D, (27,) en D s (23) 


Ter bepaling van M, heeft men 
M A? SERIEEM, A3 Ri==M A? 2 R2 
of MA? EM AR Rt +R? en M‚A?—M A? = Ri+R} (1) 
waaruit blijkt, dat M‚ het Ba is van 2 rechten, lood- 
recht op A,A, en op A,A.. 
Voor de bepaling van D, heeft men: 
DA} + Ri=D, A3 —R? =D A?2—R? 
of D,AÌ —D,Aj =R? +R? en D‚A2—D, A? = R3FR? (2) 
Ook D, ligt dus op 2 rechten, loodrecht op A,A, en op A,A,. 
Uit de vergelijkingen (1) en (2) blijkt, dat, wanneer de 
rechten, waarop M, ligt, geconstrueerd zijn, die waarop D, 
ligt, gemakkelijk gevonden worden. 
Ook is uit die vergelijkingen af te leiden, dat O het mid- 
den is van M‚D, en dus ook van M‚D, en M‚D. 
Hieruit volgt weer, dat G (Rs) ook de machtcirkel is van 


M, (or) D, Corps H R‚); van M, (og) D, Go)» H (R‚) 
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en van M, (2 AH (og H (R‚). Hier zijn dus 5 drie- 
tallen van cirkels, die denzelfden cirkel tot machteirkel hebben. 
Opmerking 2. De cirkel H (R‚) heeft de volgende eigen- 
schap : 
De macht van elk der punten A,‚,‚ A, , A; tot H(R,) is 


even groot als de som der machten van dat punt tot A, (R‚), 


A, (R‚), A; (R3). 


De som dezer machten is voor À, 


Rij taiRi jat RB} = bei +R) 
en de macht van A tot H(R‚) 


AH? — R} =4R?—a} — (R}HR34R3) — AR? Ha? 4303) 
= a} Ja} —(RÀ +R? + R3) 


dus evenzoo voor A, en A. 

Uit ’t bovenstaande volgt nog : 

Zijn de sommen der machten van elk der punten A, A», A; 
Fl, Hm?, J-n?, dan is H(R,) orthotomisch tot A, (U), 


A; (in), A, (#). Zijn die sommen — 2, — m?, — n?, dan 
is RE) MN iken tot A, (l), À Bi Á B Zijn die 


sommen verschillend van teeken, b.v. — 2, J-m?, — n?, 
dan is H(R , diatomisch tot A, (/) en A; (#) en orthotomisch 


tot A, (mx) enz. 
22. Stelling. De cirkels O(R), G (Ra) en H(R‚) heb- 


ben een gemeenschappelijke machtlijn. 
Bewijs. Is P een willekeurig punt van G (R3,), dan geeft 
het theorema van Stewart in A OPH, daar OG =5GH, 
3 PG? J-60G? =20P? J PH? 
en door de waarden van PG =R,, en OG te substitueeren 
(REHRIFRI) — z(atHatat) HOR? — 5 (ata) = 
== 20P? + PH? 
2 (OP? — R?) j PH? —Rj =0 
of de dubbele macht van P tot O(R) vermeerderd met de 
De Vriend der Wiskunde, XIIL 5 
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macht van P tot H(R‚) is nul. Volgens opm. 3 in 10 be- 
hooren dus O(R), G (Ra), H(R‚) tot hetzelfde cirkelstelsel. 

Opmerking. De constructie van R‚ is door deze eigenschap 
teruggebracht tot die van R, 


23. Stelling. Zijn 
BEE (R‚),P, (R‚) P, (R‚) 
cirkels in ’t vlak van 
A A‚AsA;, dan be- 
staat in ’t algemeen een 
cirkel En zoodanig , 


dat de som der machten 
van elk der punten A,, 
Ä, As toe 
P‚(R), P, (R‚) gelijk 
is aan de macht van elk 
dier punten tot Ee 





Bewijs. Het punt P en de straal B, moeten voldoen aan: 
A,Pi Ri HAP3 Ri HAP} Ri = APR? 
AP? —R3 J-A,P2 —R2 + A,P?2 —R? == AP? mp 
AP] — Ri HAPE RJ HAP} —Rj =A,P2— Ri 
waaruit volgt: 
(A,P2HA,P2H-A,P3) A, P3 HA, P2tA,P3) == A,P2=A,P? (I) 
(A, P3HA,PiHA,Pi) (A, Pi +AGP2+AgPi) == A, P2—A,P? 
Is nn 6, het zwaartepunt van A P,P,P,, dan is: 
A,P? + A,P3+ AP? =3 AiGirEr Orang Es05 enz. 
De vergelijkingen (1) worden nu: 
3A,G2 —3A,G2 S= A,P? —A,P? 
p rp Xx 
3 AS) — 3 Aj = AP? — A,P? 

Hieruit blijkt, dat het punt P het snijpunt is van 2 rech- 
ten, de eene loodrecht op A,A,, de andere loodrecht op 
A,A;, en die geconstrueerd kunnen worden. 

Voor den straal B, heeft men vervolgens 
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Re —=A,P? HR? HR? JR? — (A P2 + A,P2 + A, Bil 
EL ‚P +R} +R? +R? —3A (05 _— (B, en Gj tE 6) 
of als R. „de straal van den Nae tarbkel de en dees 
voorstelt 
Piat She A0, MR XI 
Opmerking. In ’t algemeen geldt de stelling : 
AE eRe) P,(R‚). P, (B) cirkels in ’t vlak van 
AA,A,A,, dan bestaat een cirkel ep ) zoodanig, dat de 


som der machten. van elk der ierse van den gegeven 
driehoek tot de gegeven cirkels gelijk is aan de macht van 
hetzelfde hoekpunt tot P He ). 


Is ö, het gemiddelde- Ela van Mier Bies. P , dan 


is P bepaald door : 
AP? — A,P2 =n Xx He —nX A0 
A,P2 — AP Zn Xx AR —nX a 
terwijl de straal wordt uitgedrukt door: 
RAET nXE,— nx A05 In XII 


als B, de straal is van den machtcirkel der gegeven cirkels. 


24. Zijn A‚(R‚), A, (R‚), A; (Rs), A, (R‚) gegeven cir- 
kels, dan B men in ’t epe een Bea Bi (RR, p) be- 


palen, zoodanig dat de som der machten van A, (of A, A5) 
tot de gegeven cirkels gelijk is aan de macht van A, (of A, A.) 
tot P, (R, p): 


Is G 5 gemiddelde-afstandspunt van A‚,A,, A;, A, 
dan is P, bepaald door: 
AP} —A,P}=4A,G2 —4A,G? 
A,P3 —A,Piz=4A 02 —4 AC? 


terwijl R 4p gevonden wordt uit: 


Ri, =A,P1 + 4Rj,—4A,G2 
ofRZ =APEHARG,—4A,G?, Rj =A, PE HRG, — 4A,G7 
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Deze vergelijkingen gebracht in de gedaante: 
A,Pi — Bi, =4(A,G? — Ri) 
drukken uit, dat de macht van A, (of A,, A;) tot P, (R 4e 


4 maal zoo groot is als de macht van A, (of A,, A.) tot 
den machtcirkel der gegeven cirkels. 

Trekt men dus uit A,‚, A,, A, raaklijnen aan den macht- 
eirkel der gegeven cirkels, of als.één dier punten, b.v. A‚, 
binnen G(R dn) ligt, door A, een koorde in den machtcirkel 


loodrecht op A‚G, dan zullen de cirkels met de dubbele raak- 
lijnen als straal uit dezelfde punten getrokken rechthoekig 
moeten gesneden worden door den gevraagden cirkel, terwijl 
de omtrek van den cirkel op de geheele koorde door A, als 
middellijn beschreven door P,(R, ) moet middendoor gedeeld 


worden. Is G nog niet bepaald, dan kan P, op de volgende 
wijze geconstrueerd worden. 

Daar de som der machten van A, tot de gegeven cirkels 
gelijk moet zijn aan zijn macht tot P, um ) zoo heeft men: 
—R? JA,A3—R?2HA A2—RiHA, A-R? = AP? nde, 
of A,P3=(A, AJA A2+A, A3) (BiB TBS ARDEN 
en A,P? == (A,A?HA,A3HA; A?) —(R? + R2 RER, 
dus A,P2—A,P2 =(A,A?2HA, A3) —(A,A2J-A, A?) 
en A Pt —Â,P3 =(A,A?4A,A3) —(A,A?2-A3 A2). 

RE men Re EEDE de punten A,, A, As 
met A5, A, Ars Ass Ans Ar Ars AT vindt 
men op ove snkomines ite a Se P, EP 
wijl Peas AAA ZB DAN JAT OZ 

25. Stelling. Is A‚A,A,A, een koordenvierhoek en be- 
schrijft men de cirkels A KE ) A (Ra)n As (A) EA 
dan bestaat in ’t ST ereen een ME P(R ), zoodat de som 


der machten van elk der 4 punten A tot de beschreven cir- 
kels gelijk is aan de macht van dat punt tot P(R )). 


Bewijs. Is O het middelpunt van den omgeschreven cirkel 
van Â,A;A,A, en G het gemiddelde-afstandspunt, trek dan 
OG en B OP = =40G, dan zal P het midde van den 
bedoelden cirkel zijn. 





Fig. 6. 


Volgens het voorafgaande moet P voldoen aan: 
AP? —A,P?=4A,G2—4A,G2 
AP? — AP? =4A,G2 —4 A.G? 
AP? — AP? =4A,G2 —4 AG? 
A,P2 —A,P?=4A,G2 —4 AG? 
Nu is 
Abies AsP2 == A,D? — A.D? = 
=(A,D, 4+3DD,)? —(A;D, —3DD,)? = 
—=A,Di — AD? +6DD, xXA,A, == 
= A,Di — A‚D? + 3(A,D, — A;D)(A,D, +A,D,) 
dus A‚P2 —A,P?—4A,D} —4A,D? =4 A,G2—4 A02. 
De andere gelijkheden worden evenzoo bewezen. 
Voor den straal R_ heeft men 


Ld TRA De. 
In A A,OP geeft het theorema van Srrwarr: 
A,P? +3R? =4A G2 +12 OG? 
dus Ee =120G? 4Rj, —3R? 


of volgens formule VIII 
Bom Bi +R?R24R?—7R? HOP? ,.. XIV 


ZO 2 ad Uv 


Opmerking. Algemeener is de stelling : 
Liggen de middelpunten der » cirkels A, (R‚)..… Á, (R) 


op een zelfden cirkelomtrek, dan bestaat een cirkel F(E‚), 


zoodanig dat de som der machten van elk der punten A, ... A, 


tot de gegeven cirkels gelijk is aan zijn macht tot Ee 


Het middelpunt P ligt met G op een zelfde middellijn en 
aan denzelfden kant van O, zoodat OP ==» X OG. 

Met behulp der formules VIII en XIII vindt men voor 
zijn straal B, 


RR} HRH RJ — (On IR? OPA, . XV 


Juli ’'97. A. A. Morr v. SANTBERGEN. 


Verslag van een Mondeling Examen in Wiskunde 
L. O. 1897. 
rs —rs? 
_Planimetrie Construeer den vorm VS als 
r, s en p rechte lijnen voorstellen. Als de zijde van den 


regelm. tienh. gegeven is, den tienh. te construeeren. Bewijs, 
dat de zijde van den ingeschreven regelmatigen tienh. het 
grootste stuk is der in uiterste en middelste reden verdeelden 
straal van den omgeschr. cirkel. Bewijs, dat de zwaartelijnen 
van een drieh. door een punt gaan en dat ze elkaar in stuk- 
ken verdeelen, die tot elkaar staan als 1:2. De zwaarte- 
lijnen uit te drukken in de zijden van den driehoek. Bewijs, 
dat de inhoud van een veelhoek op de schuine zijde eens 
rechthoekigen driehoeks gelijk is aan de som van gelijkvormige 
veelhoeken op de rechthoekszijden, als gelijkstandig met de 
schuine zijde beschreven. 

Algebra. Los « op uit een vorm als 

log (w + a) + log (@ + b) =log (# + c). 
v(AtByv0)==vadtrb; geg.: A‚ Ben C zijn meet- 


a, : 
baar; te bew.: 5 is onmeetbaar, v/ab is onmeetbaar en 


wadeyb is onmeetbaar, Als p en q de wortels eener vier- 


_3 
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kantsvergel. zijn, te bew.: de coëfficient van 2 =— (pg) 
en de bekende term — pg. Te bew., dat elke op nul her- 
leide vierkantsvergel., waarin de coöfficient van x? 1 is, 
ontbonden kan worden in twee factoren x —p en x — q, als 
p en q de wortels zijn; een vorm alg 6x? — 7w — 16 in fac- 


toren te ontbinden. Te bewijzen: a” — b" is deelbaar door a—5. 
Hoe worden de getallen verdeeld; hoe ontstaan onmeetbare 
getallen ? 

Stereometrie. Twee vlakken zijn elk in ’t bijzonder || met 
een rechte lijn; bew., dat de doorsnede // is met die lijn. 

Twee vlakken staan beide | op een derde vlak ; bew., dat de 
doorsnede _L op dat derde vlak is. Bepaal de meetkundige plaats 
der punten, die gelijke afstanden hebben tot twee geg. lijnen 
in een geg. vlak. 

Twee hoeken van een drievlakkenhoek zijn gelijk; bewijs, 
dat de zijden tegenover die hoeken gelijk zijn. Bewijs, dat 
de som der zijden van een drievlakkenhoek { 360° is. Be- 
reken den inh. van een driezijdige piramide. Bewijs, dat die inh. 


bn van een prisma is met hetzelfde grondvlak en dezelfde hoogte. 


Bepaal op twee manieren den inh. van het afgeknot driezijdige 
prisma. Beschouw dit lichaam als een prismoïde. Wat is een 
prismoïde? Wat is in ’t algemeen een kegel? Construeer in 
een geg. punt van een kegeloppervlak een raakvlak. Con- 
strueer uit een punt buiten een kegel de raakvlakken daaraan ; 
hoe wordt de constructie als het geg. punt ligt in de lijn, 
die door den top des kegels evenwijdig aan het grondvlak loopt. 
Gonio- en Trigonometrie. Geg. van een drieh. twee zijden 
__en den ingesloten hoek; te berekenen de stukken, waarin de 
zwaartelijn den geg. hoek verdeelt. Maak logarithmisch den 
vorm a? —=b? + Cc? — 2beecos A. Los op een vergelijking als 
tgr—sin2z —= 0. Geg. een lijn; welke hoeken moet men 
meten om een andere ontoegankelijke lijn te kunnen be- 
rekenen; welke formules zijn noodig voor het berekenen 
dier lijn ? J. GRAVER. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1441—1460. 


1441. De G.G.D. van a en b is 2%.32.5. Onder welke voor- 
waarde zal de G.G.D. van a? en b5 dan 29.310,55 zijn? 
(Hoofdacte Zwolle 1897.) H. VerHAGEN. 

Oplossing. 

De G.G.D. van a en bis 23.32.5. We kunnen dus stel- 
len: a=p.28.32.5 en b=g.2s.32.5, waarin p én g 
onderling ondeelbaar (relatief priem). Men vindt dan: 

as PE 29.58 DS en! Dei YE 

waarvan de G.G.D. is 29 „310,55. 

Daar a? reeds 9 fact. 2 bevat en bs 15 fact. 2, mogen er 


in p? — en dus ook in p — geen fact. 2 meer voorkomen, 
anders zou de G.G.D. meer dan 9 fact. 2 bevatten. 
q° — en dus ook q — mag nog wel fact. 2 bevatten. 


a® moet 10 fact. 3 hebben; in p3 moeten dus altijd nog 
4 fact. 3 voorkomen; dus in p altijd nog 2 fact. 3. 

a3 kan dus niet minder dan 12 fact. 3 bevatten, mag echter 
wel meer dan 12 fact. 3 — dus p meer dan 2 fact. 3 — 
bevatten ; q* — en dus ook g — mag geen factor 3 hebben, 
anders zouden in den G.G.D. meer dan 10 fact. 3 voorkomen. 

Redeneeren we evenzoo ten opzichte van den factor 5, dan 
blijkt, dat p één factor 5 moet hebben, echter meer fact. 5 
mag hebben; q daarentegen mag geen 5-voud zijn. We heb- 
ben nu gevonden : | 

p heeft geen factor 2. q heeft geen of wel fact. 2, 

p heeft 2 of meer fact. 3. q heeft geen fact. 3. 

p heeft 1 of meer fact. 5. q heeft geen fact. 5. 

J. Kooy. 


1442. Bij den teller eener echte breuk telt men 3 en daarna 
vermenigvuldigt men den teller met 3 en den noemer 


met 2, waardoor de breuk 2 maal zooveel waarde 

heeft gekregen. Het verschil van teller en noemer is 

1075 maal in hun produkt begrepen. Welke is die breuk ? 
“ (Hoofdacte Zwolle 1897.) H. VERHAGEN, 
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Oplossing. 
Was de noemer niet met 2 vermenigvuldigd, dan was de 
breuk 2 X 2 De 4 maal zoo groot geworden. Voor men den 
2 
f7 30 _ 10 


== Pel 


zoo groot, doordien men den teller met 3 had vermeerderd. 


teller met 3 vermenigvuldigde, was de breuk En 


s teller is dus 3 of de teller is 7. Noemen we vervolgens den 
teller { en den noemer „, dan hebben we 


ò 1 
bxn= 10e (n— 6) (n ) t) 


10 10 
7 Xn — 105 n — 1075 X 7 
13 10 


10 10 
0 X1= sn of 7 == 20. 


5 7 
De breuk is dus 50: STEGERS. 


In de opgave op bl. 284 (Vriend 1897) is eene fout inge- 
slopen. 2,5 moet 2 zijn, Hieronder eene oplossing met het 
gegeven 2,5. 

[ Andere oplossing. 

Had men den teller niet met 3 en den noemer niet met 2 

vermenigvuldigd, dan was de waarde der breuk 2,5: 5= 1 


maal zoo groot geworden. Dit is gekomen, doordat bij den 


teller 3 is opgeteld. Dus was de teller der gevraagde breuk 
8 


5 li 4. Het product van teller en noemer is dus 45 maal 


den noemer is gelijk 105 maal het verschil tusschen teller 


' ZON / 
en noemer; waaruit volgt: noemer — 2— X ’t verschil, Dus 


aL 
BAB 
de teller Er 45 == Ln nt verschil, 
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Alzoo de noemer der gevraagde breuk 
1 
ape X (4 8 ee) Ee zel 





117 reld 163 
„l 
De gevraagde breuk is dus 19: 
1165 J. Hommes. 


1443. A heeft eenige dagen aan een werk gearbeid. In 5 
maal zooveel tijd had B, die de rest voltooit, het ge- 


heele werk kunnen doen. Als B nu 6 maal zooveel 


heeft afgedaan als A en 19,5 dag langer heeft gewerkt 
dan A, in hoeveel tijd kan ieder dan alleen het werk doen ? 
(Hoofdacte Zwolle 1897.) ___H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
Werk door A verricht : werk door B verricht == 1 : 5. 


A deed dus 5 SE van het werk. Had B 5 maal zoo- 
ij 
3 


lang gewerkt als A werkt, dan had hij het geheele werk 
kunnen doen. In denzelfden tijd als A zo doet, had hij dus 


iz En kunnen doen; kan dus in denzelfden tijd 5 maal het 
werk van A doen. Over 6 maal het werk van A gebruikt 

E Ort 1 
hij dan 55:13 == 47 
dag meer gebruikt, dan is 19,5 dag = 3 maal den tijd van A. 


van den tijd van As; hij heeft 19,5 


A heeft gewerkt 19,5: 3 — 6 dagen. In dien tijd heeft hij 


5 van het werk gemaakt. Voor het geheele werk had hij 


1 
dus noodig 6 X TE 40 dagen B, die 17 maal het werk 
van Á in den tĳd van A doet, kan het werk maken in 


if 
40: In =— 30 dagen. J.H. S. 


e . EE, 
A4 ‘ % \ 
ba Pi 
es s 
et? 3 


1444. Bepaal in 6 decimalen nauwkeurig 
2 vi v d 
73 _L 5 J- vl I5 
(Van een vergel. examen.) H. VeRrHAGEN. 
| Oplossing. 
Voor de gegeven waarde schrijven we achtereenvolgens 


2 1 1 
Vat Varro 
t Kee 144 9 
Ver Var Vo Ve 
=2Vit Vere Ves Vane Vo 


We hebben dus slechts 7/24 tot in 6 decimalen, d.i. in 7 
cijfers nauwk. te bepalen. Hiervan kunnen er 4 door gewone 
worteltrekking en 3 door verkorte deeling worden gevonden, 


aldus: v24 == 4,898979 
16 


800 
88 104 
9600 
969 8721 
87900 
9788 718304 


9796 ere 979 
88164 


1196 
6853 


943 
873 
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1445. Drie kapitalen K‚, K, en K, staan uit gedurende de 
tijden T‚, T, en T,, tegen percenten p,‚, ps en ps, 
en brengen op de renten R‚, R, en R,. De tijden 
zijn recht evenredig met de getallen a, b en c, de 
renten omgek. evenr. met c,‚ b en a, terwijl de kapi- 
talen met een zelfde verschil opklimmen. Bewijs nu: 

1 1 1 
— ) te Zac: 2. 
ite Ps RL 3 
(Wisserink, IVe Verz. 3, S 40.) H, VERHAGEN. 


Oplossing 

Gegeven: Kj—-K,=K, —K,; 

Tintin ven De 

bosten k 

R, R‚:R,=eipte: 
1 1 1 

Te bewijzen : (= — | :—=2ac: db? 

en) Ps 


Bewijs. Men heeft de formule: 
R‚:R‚:R‚ =K, XT, Xp,:K, XT, Xp,: Ks x FT, X ps 
Leslie 
of Te ==K, XK PD, IK X Do XiDo AKE 
als: LSK Xa Xp KDE Or 
Hieruit volgt: K,‚ XacXp, =K; Xb? Xp, = KK, XacXp,. 
De leden der laatste gelijkheid door b? Xac Xp,p,pz dee- 
lende , bekomt men : 
K, DE K, nd K, 
2E XPP;  ACXP,Ps  b*XpP,Ps 
Men heeft dus ook : 
(K‚ HK): 6? (pops + P,p) =2K; : Zac X pps 
Maar volgens het gegeven is K,‚ JK, =2K,; dus is 
D2 pops PiP) = tac XPP; 
of (Popa HPP): PP; =2ac: bi. 
Deelt men nu de eerste twee termen door p,p,p;, dan komt er 


1 1 1 
EE ee ADA 
Gen, Pp. R v. W. 


1446. Een aannemer moet in denzelfden tijd 3 even groote 
werken gereed hebben. Aan het eerste kan 12, aan 
het tweede 10 en aan het derde 9 uur per dag gewerkt 
worden. Hij verdeelt nu zijne 90 arbeiders in 3 ploegen 
en laat den 2en en den 3en ploeg den eersten respectie- 
velijk 2 en 3 uur per dag helpen. Hoeveel arbeiders 


moet elke ploeg bevatten ? H. VERHAGEN. 
(S. pr Gast Jz., Het opl. v. rek. vr. no. 170, bl. 120.) 
Oplossing. 


De eerste ploeg arbeiders werkt 12 uur per dag, de tweede 
ploeg 10u. J-2u.= 12uur, de derde ploeg 9u. J3 u. —= 12 
uur. Alle arbeiders werken dus even lang. De drie werken 


17 


zijn even groot en moeten gelijktijdig zijn afgedaan. Van elk 
werk komt alzoo iederen dag een even groot deel in gereed- 
heid. Wat elken dag aan de drie werken samen gedaan wordt 
zou één arbeider kunnen doen in 90 x 12 u. == 1080 uur, wat 
elken dag aan ieder werk gebeurt, zou één arbeider kunnen 
doen in 360 uur. 

Aan het derde werk wordt dus 9 uur daags gewerkt door 
(560 u.: 9u.) Xx 1larb. = 40 arbeiders. 

Aan het tweede werk wordt 10 uur daags gewerkt door 
(360 u.: 10 u.) X larb. — 36 arbeiders. 

De eerste ploeg bevat 90 — (40 + 36) == 14 arbeiders. 

J. Kooy. 
Tweede oplossing. 

De drie even groote werken moeten in denzelfden tijd ge- 
reed zijn. Werkten de arb. aan alle werken even lang, dan 
zou iedere ploeg uit 90 : 3 of 30 arb. moeten bestaan. De 
grootste ploeg werkt echter maar 9 van de 12 uur aan het 
derde werk. Het aantal arb. van die ploeg moet dus zijn 


lg Dee of 40 arb. Aan het 2de werk wordt slechts 10 uur van 


de 12 uur gearbeid. Het aantal arb. van die ploeg is dus 








Ee Gen of 36 arb De iste ploeg telt nu 90 — 40 — 36 of 
14 arbeiders. W. H. DeerLMaN. 


1447. Een rechthoekigen driehoek te construeeren, als de 
hypotenusa en de straal van den ingeschreven cirkel 
gegeven zijn. Eee. 

Oplossing. 

Dewijl de hypotenusa tevens middellijn van den omgeschre- 
ven cirkel is, zoo kan dit vraagstuk als een bijzonder geval 
van het algemeene beschouwd worden(*): Een A te con- 
strueeren , waarvan gegeven zijn: de basis, de straal van den 
omgeschreven en die van den (geschreven cirkel, en waar- 
van de constructie deze is. 

Trek met den geg. straal den omgeschreven cirkel ; 

trek in dien cirkel de koorde AB == de geg. basis ; 

zet op het midden van AB in het kleinste segment de lood- 
lijn CD (D in den omtrek) ; 
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trek met AD tot straal in het groote segment den boog AB ; 
trek, evenwijdig aan AB op een afstand gelijk aan den 


straal van den ingeschr. cirkel, eene lijn, die den boog van 


het groote segment in E en F' snijdt; deze lijn snijdt in het 
algemeen den boog met AD getrokken in twee punten G en H; 
trek uit G of H als middelpunt den ingeschreven cirkel; 
en eindelijk uit A en B raaklijnen aan een dezer cirkels, 
die elkander in den omtrek van den omgeschreven cirkel 
(in K) zullen ontmoeten ; 

dan is A AKB de gevraagde driehoek. 

NB. Er zijn twee oplossingen van congruente A A, als de 
lijn EF den boog op AB tweemaal snijdt; er is ééne oplos- 
sing, als AF dien boog raakt (en dan is de A gelijkbeenig); 
er is geen oplossing, als EF den boog niet ontmoet. 

(*) Opmerking. Men kan de opgave ook veranderen in deze: 

„Een A te beschrijven, als de basis, de tophoek en de straal 
van den ingeschreven cirkel gegeven zijn.” Of in: 

„Een A te construeeren, als de straal van den aangeschre- 
ven cirkel aan de basis, de tophoek en de straal van den inge- 
schreven cirkel gegeven zijn.” (Zie: De Vriend, IT, no. 123, bl. 46.) 

Tweede oplossing. 

De hypotenusa verlengd met de middellijn van den inge- 
schreven cirkel is gelijk aan de som der beide ve AEN 
deze lijn is uit de gegevene te vinden. Laat AB Jen = AC 
de som der rechthoekszijden zijn; trek dan BC en beschrijf 
met de geg. hypotenusa als straal, uit A als middelpunt een 
boog, die BC in D en E snijdt; trek DF 1 ABen EG | AC, 
dan is A ADF of A AEG de gevraagde A. 

Daar in A DBF / F == 90®en / B == 45°, zoois DF = BF 
of AB == AF + DF, waaruit het bewijs volgt. 

Hieruit vloeit tevens voort: 1°. dat de hypotenusa AD ) dan 
de loodlijn uit A op BC; 2°. dat AB == loodlijn uit A op BC 
den gevr. A gelijkbeenig maakt en 3°. als AD <{ loodlijn Hij 


A op BC of AD ) AB de A onbestaanbaar is. 
E. Sireers; A. G. Dn. B.; Eerr. 


Derde DEN 
Dit werkstuk is een bijzonder geval van het algemeene : 
„Een A te beschrijven , als gegeven zijn: de basis, de top- 
hoek en de straal des ingeschreven cirkels”. 
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Van deze opgave worden in dit Tijdschrift, 2de jaargang, 
blz. 47 en 48, twee oplossingen gevonden, welke beide op 
het bijzondere geval toe te passen zijn. Ik laat hier nog een 
3de oplossing volgen van het algemeene werkstuk. 

Analyse. Zij in A ABC: AD bissectrix, E en F' de raak- 
punten van AB en AC met den ingeschreven cirkel 

EB + FC =BC en AE = AF, 
dan is 2. AE HBC — de som der opstaande zijden. 

Constructie. Beschrijf in een / A (—= de gegeven topZ) 
met den gegeven straal OE een cirkel. Zij E en F' do raak- 
punten; verleng AE tot M,‚ zoodat AM —= 2 AE + BO is 
(waarin BC de gegeven basis is); deel / A middendoor, en 
beschrijf uit M met BC als straal een cirkel, noem de pun- 
ten, waarin deze cirkel de deellijn uit A snijdt, P en Q, trek 
lijnen uit P en Q // AM, tot zij het verlengde van AF in C 
en C, snijden, uit C een lijn // PM, uit C‚ een lijn // QM, 
die AM in B en B, snijden, dan voldoen de AA ABC en 
ABC, beide aan de opgave. 

Bewijs. BCPM is volgens constructie een paralellogram , 
dus BC —= MP — gegeven basis, / A gegeven top/ en 
2AE JBC — som opstaande zijden; dus BC — EB + FC. 
Maar wanneer uit B een raaklijn aan den cirkel en uit C 
eveneens getrokken was, zou hun som zijn EB 4 FC. Hieruit 
blijkt, dat BC raaklijn aan den ingeschreven cirkel is. 

Eveneens wordt bewezen voor A AB‚C,. De 2 AA ver- 
schillen slechts in stand, maar zijn 2. Want AB + AC = 
AB, +AC,. Trekaf ABHAC, = ABHAC, blijft C,C = BB. 
Trek BC, , dan hebben de AA BBC, en CC,B dus gelijke 
zijden, dan hebben ze ook gelijke hoeken; dus / AB,‚C,= / ACB. 
De AA ABC, en ACB hebben nu gelijke hoeken en óón 
zijde gelijk, zijn dus 2, 

Ook voor het bijzondere geval in deze opgave bedoeld, 
waarin 4 A recht is, kan men de oplossing aldus inrichten. 

Uit de figuur is het evenwel ook duidelijk, dat men uit 
Q of P op AM een loodlijn QR, of PR had kunnen neer- 
laten en dat deze A dan @ de gevraagde zou geweest zijn. 
Z APB had dan gelijk geweest aan / PAR —= 45°, dus PR = 
AR en PR + RM = AM; evenzoo voor A QR,M. 
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Dit geeft aanleiding om ook voor het algemeene werkstuk 
te besluiten, dat deze weg mogelijk was. Men had dan in P 


1 
en Q zLA moeten overbrengen enz. 


Bij dit bijzondere geval te onderzoeken, wanneer maar 1 
A en wanneer geen A gevonden wordt, merken we op dat 1 A 
gevonden wordt als MP loodlijn is op AP, maar dan is de 
rechth. A APM geliĳjkbeenig; basis — 2r 4 BC, opstaande 
zijde BC, dus 


(@r BO =2B02 en r = E BC 2 1. 


Is r nu grooter, dan is de constructie niet mogelijk. 

J. H. S. 
Vierde oplossing. 

Noemen wij de hypotenusa van den rechth. A c,‚ de straal 
van den ingeschr. cirkel r, dan zien wij uit de figuur gemak- 
kelijk, dat de omtrek van den A geliĳk is aan 2(c Jr). 
Voor de dubbele oppervl. vindt men dus: 2r(c +7). Ook is 
2 I= ch (h de hoogtelijn op de hypotenusa), zoodat 2 (cr) —=ch. 
h is alzoo de vierde evenredige tot c,‚ 2r en c J-h. Met c 
en h is nu de A gemakkelijk te construeeren : men beschrijft 
een cirkel, waarvan c de middellijn is, trekt op een afstand 
van C gelijk aan A rechten // c; de snijpunten van deze rech- 
ten met den cirkelomtrek stellen het derde hoekpunt van den 
verlangden A voor. 


Opm. Is h & De ‚ dan zijn er 4 A A mogelijk, die slechts 


in stand verschillen. 


Is A = ze, dan zijn er 2 AA mogelijk, ook slechts in 


stand van elkaar verschillend. 


Is h> Se, dan is er geen A mogelijk. J. Kooy. 


1448, Als de lijn, die den tophoek A eens driehoeks ABC 
halveert, de basis BC in D en den omgeschreven cirkel 


in E ontmoet, dan is CE een raaklijn van den cirkel 
om A ADC beschreven. (Ex. Wisk. L. O. 1896.) 
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Oplossing. 


A ACE A CDE, omdat ze / AEC gemeen hebben, ter- 
wjbr£ DCE — / BOE =/ BAE —=/ CAE is. Hieruit volgt 
EA: BC =EC:ED of EA x ED = EC2, 

Maar AB snijdt den cirkel om A ADC in A en D, terwijl 
E buiten dien cirkel ligt. Ook C is een punt van dien cirkel- 
omtrek, en omdat we vonden EA x ED — EC?, zoo is CE 
een raaklijn aan genoemden cirkel. 

v.p. War & VerBoren; W.H. Drerman; E. Smmaers; R. v. W. 


Tweede oplossing. 


Zij A ABC de gegeven A, ADE de bissectrix van LA. 
Beschrijf den cirkel M om A ABC en den cirkel O om A ADC 


dan is / DAC —/ DOE — 5 bg BE, omdat bg BE — bg EC is 
Ook is / DAC —= 5 bg DC in cirkel O. 


Trek OF _L DO, dan is 4 FOC =Ebg DO, dus 


DCE = / FOC. 
In den rechth. A OFC is 4 FOC +4 FCO == 90°, der- 
halve / DOE 4 / FCO —=/ OCE —= 90°. 
EC staat dus | op den straal OC van het punt C en is 
dus raaklijn aan den cirkel O. JL. Berton; A.G. p. B. 


1449. Ben trapezium te construceren, als gegeven zijn de 
evenwijdige zijden, de verhouding der diagonalen en 
de hoek, waaronder deze elkander snijden. 

(Ex. Wisk, L. O. 1896.) 


Oplossing. 


Zij ABCD het te construeeren trapezium, AC en BD de 
diagonalen, waarvan de verhouding bekend is, AD en BC de 
bekende evenwijdige zijden, S het snijpunt der diagonalen. 
De // om S zijn bekend. Verlengen we AD met een stuk 
DE — BC en vereenigen we E met C, dan volgt uit de ge- 
lijkheid en evenwijdigheid van BC en DE, dat BDEC een 
paralellogram is en dus CE // en —= BD. Verder volgt uit 
CE //BD: / ASD=/ ACE. 

De Vriend der Wiskunde. XIII 6 
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Van A ACE is dus bekend: de basis AE = AD + BC, de 
verhouding der opstaande zijden AC en EC en den door AC 
en EC ingesloten / ACE. Deze A is dus te construeeren, aldus: 

Zet den gegeven / , waaronder de diagonalen elkaar snijden, 
uit in c, geef de beenen ca en ce van dien / de gegeven 
_ verhouding der diagonalen CA en CE (= BD), verbind a 
met e, dan is A caemn A CAE, die nu te construeeren is. 
Zet daartoe uit de lijn AE — de som der evenwijdige zijden, 
construeer in E en A hoeken = / een / a van A cage, 
verleng de beenen dier hoeken tot ze elkaar in C ontmoeten. 
A CAE is nu geconstrueerd. Trekken we vervolgens CB // EA 
en zorgen, dat CB == de eene evenwijdige zijde is, trekken 
we dan nog BD // CE, en verbinden we B met A en C met D, 
dan is ABCD het gevraagde trapezium. 

v. D. War & VERBORGH. 
Tweede oplossing. 

Analyse. Laat ABCD het trapezium zija, dat de gegevens 
bevat, waarvan de diagonalen elkaar in S snijden. 

Verlengen we AB met BE —= CD, dan is AE = de som 
der gegeven lijnen en / ACE == de gegeven / ASB. Het 
komt er dus nu maar op aan, een A te econstrueeren, waar- 
van gegeven is de basis, de tophoek en de verhouding der 
opstaande zijden —= mm: n. 

Trekken we CF en CG, die / ACE en zijn nevenhoek 
middendoor deelen, dan HEI deze lijnen AK of haar ver- 
lengde resp. in F en G snijden. Daardoor is 

AF:FE = AG: EG = AC: BC = AC: BD = 0: 4. 

Doch dan is ook / FCG == 90°. Wij krijgen derhalve de 
volgende 

Constructie. Neem op een willekeurige rechte een stuk 
AE == de som der gegeven evenw. zijden, en de punten F 
en G zoodanig, dat men heeft AF:FE == AG: EG = m:n. 
Beschrijf op AB als koorde een cirkelsegment, dat den ge- 
geven Z bevat en op FG als middellijn een halven cirkel. 
Verbind het snijpunt C dezer bogen met A en E; trek verder 
CD —= en (/ EB (een stuk op AE, dat geliĳk is aan een der 
gegeven evenw. zijden), dan zal ABCD het gevraagde tapen 
zium zijn. 


EE wipe 
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Discussie. De constructie is steeds mogelijk. Voor het ge- 
val, dat m:n — 1 is, kan het werkstuk eenigszins vereen- 
voudigd worden, omdat A ACE dan geliĳkbeenig is. Zij moest 
worden gewijzigd, als tevens / ASB — 90° gegeven was. 
Immers, de lijn CG zou in dat geval geen enkel punt met 
AE gemeen hebben. 5 eden 


1450. Los # op uit de vergelijking : 
1 | 
4 B ( EE jé 
Vlog (s—5) 1 —log (2-5) vv \25 
(zr —5) XV (2--5) = 





(Wisk. L. O. 1896.) 


Oplossing. 
De gegeven vergelijkiug kan aldus worden herleid : 
1 


[loge —5){"° —ö log Gen 5) 
(2—5) X (s—5) 





Fall 
Dn 
1 
5 
2 


Be @—5)[* ies Slog(e—5) — 


\ 
1 
ee) T 10: 


Nu is log (eerste lid) —= log — EK = —4 
£_\og ef log (2—5) — 5 log (2—5) log ze —5)= 


Beel’ — blog (ef + 4=0 


[og 5) —1| x [Nog en —4] et 


Aan de laatste vergelijking wordt voldaan, door de beide 
factoren van het eerste lid — 0 te stellen, waardoor we vinden : 
og (2—5)|* =| of Nog 5) =4. 

Verder krijgen we dan : 
1°. log(e—5)= 1; z—5=10 en z=15. 
29, log(e—3) = —1; z—5z=0l en z=5,l. 


84. 


3°% log(e—5)= 2; #—5=100 en # = 105. 
4°. log(a—5) == —2j «5 = 0,01 en # = 5,01. 
Berton; SiEGERS; DEELMAN 5 GRAVER; Kooy; R. v. W. 


1451. Tusschen de steden A en B bestaat een geregelde stoom- 
bootdienst ; de booten vit A vertrekken iederen namid- 
dag te p uur, die van B des voormiddags te g uur; 
zij varen in beide richtingen even snel. De boot, die 
den 15den Oet. van B is gegaan, ontmoet / uren na 
haar vertrek de boot, die den 14den van A is vertrok- 
ken, terwijl zij de boot, die den 1öden A verliet, 
KM. van A ontmoet. Hoeveel KM. liggen A en B van 
elkander verwijderd? (Wisk. L. O. 1896.) 

Oplossing. 

De boot, die den 15en Oct. 's voormiddags om g uur uit B 
vertrekt, ontmoet ” uur na haar vertrek de boot, die den 
14en Oct. ’s namiddags om p uur uit A is vertrokken. De 
laatste boot is bij die ontmoeting onderweg geweest van p uur 
’s namiddags tot 12 uur middernacht, d. í. 12 — p uur, dan 
nog van 12 uur middernacht tot q uur ’s voormiddags, d.i. q 
uur, en dan nog » uur, d.i. de tijd, die de boot uit B onder - 
weg is geweest, want de booten uit beide richtingen varen 
even snel. Bij de ontmoeting is de boot uit A dus 12—pJ-gJ-n 
uren en de boot uit B „ uren onderweg geweest. Omdat de 
booten even snel varen, kan dus elke boot den weg van A 
naar B, oí omgekeerd, afleggen in 12 —p +-q + 2n uren. 

De boot, die den 15en Oct. ’s voormiddags om q uur uit B 
vertrekt, ontmoet op m KM. afstands van A de boot, die uit 
deze plaats den 15en Oet. 's namiddags om p uur vertrekt. 

Als de boot uit A vertrekt, is de boot uit B al onderweg 
van g uur ’s voormiddags tot 12 uur ”’s middags en van 12 uur 
's middags tot p uur ’s namiddags, d. i. 12 —g +-p uren. 
Daar elke boot den heelen weg in 12—p +-qJ 2u uren af- 
legt, moeten de 2 booten, voordat ze elkaar ontmoeten, 
samen nog afleggen (12 —p + q + 21) — (12 — q Jp) uren = 
2q + 2n —2p uren. Tot aan de ontmoeting is elke boot dus 
nog (2q + 2n — 2p): 2 uren =g J-n— p uur onderweg. 

De ontmoeting heeft plaats op m KM. afstands van A. 
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Elke boot legt dus in q + — p uren m KM. af, en in 1 uur 
EE ICM. 
Ka P 
De afstand van A tot B bedraagt derhalve 
(12—pd-q+2n) m 
12 B KM KM 
B Tp OTR 
J. H. S.; v. p. War & VeERBORGH. 


1452. De opstaande zijden AB en DC van een trapezium snij- 
den elkaar in E en de diagonalen in F. Bewijs, dat 
de lijn EF de evenwijdige zijden middendoor deelt. 


Oplossing. 
Gegeven: EF snijdt BC in G en AD in H enz. 
Te bewijzen: BG =CG; AH == DH. 
Bewijs. Door F' trekken we IK // AD, snijdende AB in I 
en DC in K. We zullen nu aantoonen, dat IF —= FK is. Uit 
AAFDme A BEC volgt: 


AF: CF —= DF : BF 
(AF 4 CF): (DF + BF) = AF : DF 
of AC: DB —_AF:DE...... (1) 
In A ABC en A DBC is IF:BC=AC: AF 
en KF: BC =DB: DE. 


In verband met (1) krijgt men nu: 
IF: BO = KF: BC, dus is IF —= KE. 
Verder heeft men: AH:IF=HE:FE=HD:FK, 
waaruit terstond volgt: AH == HD. 
Uit een soortgelijke redeneering blijkt: BG == CG. 
(Zie ook De Vriend II, no. 206, bl. 229.) 
Berton ; GRAVER; SreaerS; Kooy; R. v. W. 


Tweede oplossing. 


Ale de verlengden der opstaande 
zijden DA en CB van trapezium ABCD 
elkaar in F' en de diagonalen elkaar in 
E snijden, zal de lijn uit F door E 
getrokken AB in G en CD in H mid- 
dendoor deelen. Bewijs, 
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ABGEx A DHE, EG:EH—=BG:DH..... (1) 
AAGEm A CHE, EG:EH=AG:CH..... (2) 

Uit (1) en.(2) volgt BG: DH == AG: CH (A) 
Omdat AB ;/ CD is in A FCD is 
in AFCH BG//CH, dus BG:CH=FG:FH ..... (3) 
„AFDH AGj/DH,” , AG: DHS FO: KERNEN 
Uit-(3) en.(4) volgt BO: CH. == AC: DH (B) 


De overeenkomstige termen van (A) door die van (B) ge= 
deeld geeft 


BG DH AG CH ‚DH ER 
BGO AGREE OH SE En 
waaruit en == ae of DH? = CH?, dus CH —= DH. 


FE deelt dus CD in H middendoor. 

Uit CH == DH en uit (B) volgt BG —= AG, zoodat ook AB 
door EF wordt middendoor gedeeld. v.p. War & VerBoren. 

Aanteekening. De lijn FH wordt door de punten G en E 
harmonisch verdeeld. 


1453. In een cirkel M zijn AB en AC 2 koorden, waarop 
men als middellijnen cirkels beschrijft, die elkaar in A 
en D snijden. Bewijs, dat B, C en D in eene rechte 
liggen. (Zie bl. 19, no. 1431.) 


1454. Construeer een A , als de tophoek, de hoogte en de 
verhouding der som der opstaande zijden tot de basis 
gegeven zijn. (VersLuys, Meth $ 69, 2.) 

Oplossing. 

Analyse. Onderstellen we, dat A ABC de gevraagde A 
zij, waarvan gegeven wordt / A; AD — hen (AB+AO) : BC 
=m:n. Door BA met AE = AC te verlengen en E met C 
te verbinden, ontstaat een geliĳjkb. A AEC, waarin / E = 
zen Ls is. Trekken we nog door A een lijn AF // BO, die 


CE in F snijdt, dan heeft men: 
AE: AF = BE : BC 


of AE; AF = (AB + AQ): BO — mn. 
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Hieruit blijkt, dat er een A te vinden is wo met den ge- 
vraagden A. 

Constructie. Construeer op een willekeurige rechte CE als 
basis een gelijkb. A ACE, waarin / CAE — 180° — A is. 

Trek AF, snijdende CE in F zóó, dat men heeft AE: AF = 
m:n, en vervolgens CB // AF, die het verlengde van EA in 
B ontmoet. A ABC is nu wo met den gevraagden A. Op BCG 
laten we de loolijn AD neer. Door hierop een stuk DG == A 
te nemen en vervolgens door G lijnen GH en GK te trekken, 
evenwijdig met AB en AC, zal de A GHK ontstaan, die alle 
gegevens bevat. | 

Discussie. De constructie is onmogelijk, als men met den 
gegeven tophoek en de gegeven verhouding het punt F' niet 


kan bepalen, of wat op hetzelfde neerkomt, als»: m { sin Sr 


is. Overigens is het werkstuk steeds uitvoerbaar. R.v. W. 


1455. In een cirkel M snijden de koorden AB en CD elkaar 
loodrecht in B. Bewijs nu, dat 
AB? + CD? = 8R? — 4ME?. 
Oplossing. 
Vooreerst is (zie De Vriend XI, no 1245) 
AE? J BE? 4 CE? + DE? = 4R?. . (I) 
Verbinden we M met A, B, C en D, 
dan heeft men volgens het theorema van 


STEWART : 
AE. MB? + BE.MA? = 





D == ÄÂB (ME? + AE. BE) 
of (AE + BE) R? = AB(ME? + AE. BE) 
R? = ME? + AE. BE 
dus DAE BE =S 2R2 EE 2ME2 5 or ee (2) 
Evenzoo : 20E. DE =2R? —2ME?......... (3) 


Optelling van (2) en (3) bĳ (1) geeft: 
(AE + BE)? + (CE + DE)? = 8R? — 4ME? 
of AB? + CD? =8R? — 4ME?. 
(Zie ook De Vriend XI, bl. 188—192, no. 1245.) 
J. Kooy; R. v. W, 
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Tweede oplossing. 


Laat uit M de loodlijn MF neer op AB en de loodlijn MG 
op CD. AB en CD worden door F' en G middendoor gedeeld, 
zoodat 2AF — AB en 2CG —=CD, dus ook 4AF? — AB? en 
4CG? = CD? ; AM —= CM =R. 

MF? JMG? = MF? + EF? — ME?, 

In A AMF is AF? —R? — MF?, dus AB? — 4R? — 4MF?, 
In A CMG is CG? =R? — MG?, dus CD? —= 4R? — 4MG2. 
AB? + CD? =8R? — 4 (MF2 J MG?) —= 8R? — 4ME?. 

J. H. S.; J. Hommes; J. Kooy. 


1456. Welke zijn de waarden der onbekenden in de verge- 


lijkingen #2 Jy? Hay (a Jy) = 43. 
ns dy? — 3? = 342 — 4, 
(Marrus, Mat. Aufg. No. 831.) EGer, 
Oplossing, 
Gegeven de verg. 22 Jy? Jay (rv d-y)=43 ...... (1) 
dys — at = 32 —4. 
Schrijft men de tweede verg. in den vorm 


LTS (U YA 
en telt men het drievoud der eerste verg. hierbij, 


os Jy + 3ry (2 Jy) = 125 (2) 
dan ziet men dat (!) en (2) beide symmetrisch zijn. 
De derde machtswortel uit (2) is 


dymo d(-1t —8) 
Deze in het kwadr. gebracht geeft 
vr ay Jy? =25 of Lela) 
waaruit #2 J-42 == 25 — 2... en. en oe 
en fyah lar) "AN (4) 


Door subst. van z 4-y =5 en (3) in (4) verkrijgt men 
25 — 2ey + Sxy = 43 of 3ey = 18 
Dy Orks oe Ae EN . (5) 
Uit zd-y=ö en ey —=6 verkrijgt men #, = 3 is 
vd yi=d, 
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Subst. men de beide andere waarden van # +-y en x? + y? 
in (1), dan wordt deze : 


25 5 
Rt (EEN 3) IE 3) ay == 48 


of (—4—-5SV —3) ey =86— 2 (—1lFEr-—8) 
ORI Eb —3jey=lll tt —8 

UIltE2y—-3 
—_9Eir—-3 


Uit deze waarden voor zy en z Jy= 8 (—1 tv’ —3) 


en zy = —_4F5br—3. 


vindt men op de bekende wijze : 
d 
Bi VELE —3) FV + 151 —3)| = 466 
== 0,20574826 + 3,28050199 rv” — 1 
id 


HeT Str +150 vald 


== — 2,70574827 + 1,04962503 vr — 1. EGER. 


1457. Bepaal x en y uit: 
osty =d ene +aytyt ie — ay hy). 


(H.B.S. 1897.) 
Oplossing. 


Voor de gegeven vergelijkingen kan men schrijven : 
nt ley) (et —ay +yt) =9 
en atra =d et)? — Sap 6 


Door zy =s en zy =p als nieuwe onbekenden te be- 
schouwen, krijgt men 


s(s? — 3p) 9... (1) en tp (et — 3) (2) 


2 
Uit (2) volgt : 352— 3p = 78? —21p, waaruit p = 5 EEG) 
Substitutie van p in (1) geeft: 
Eet =9; 83 =27 of (s — 3) (s? +38 JI) =0. 


Aan de laatste vergelijking wordt voldaan door 


1 1 1 1 
ARD Ptn S= lg — Ig, 


En ANN vj 
90 REM 
In verband met (3) vinden we verder: 
psp -3enpy=—-ld v—-8. 
We vinden nu gemakkelijk met het eerste stel : 
y=3—er, dus ay Zr rt ZZ of 2? — 3 20, 
waaraan voldaan wordt door # == 2 en # =|. 
Voor y krijgt men dezelfde waarden in omgekeerde volgorde. 
Langs denzelfden weg bepaalt men ook de overige wortels. 
Ze zijn: 
19, rl en y=2 of omgekeerd. 
Pt zg) en y= —11’—3 of omgekeerd. 
38°. == — 5) en y= —l—’—3 of omgekeerd. 


De vergelijkingen sijn symmetrisch ten opzichte der onbekenden. 
J. Homurs; J. L. Berron; v.p. Wa & VerBoren; R. v. W. 


1458. Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 


—a 
( 2 ) OEE 
owe) keen) 
(e+ zat) Eat | | 
(Adelborst 1897.) 


























Oplossing. 
a—l —a —d 
Lal 1 1 
Vorm = x° DE (att ta ’) 
Ey la vam 
al —lad-d — aq —a4 —ladt 
a end ey ien 
ek 1 1 1 
ke a d La 
(EEEN A ef ee: nr zl pe en 
5 Á ee Le 
ty 2 Ee, ye 2 
1 
a\4 a 
ld (22) 2 
9 lg —50 v x 
Ee: & zz da ae 
A EN 
(ey) (zy) 


Berron; Hommes; Kooy; A. G. p. B; 
v.D. War & VerBoren; R. v. W. 


he te 


lt 
i 
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Opmerking. Moest er in de opgave staan sin plaats van 
a 

à z\a 

2 , dan zouden we v fe) tot ‘uitkomst hebben verkregen. 


Kooy; DeeLMAN; Sieaers ; GRAVER ; Wisse; R. v. W. 


_ 1459. Bepaal de waarde van den vorm 


2374 
 0,0913216481 


geheel te berekenen met logarithmen. 
(Adelborst 1897.) 











Oplossing. 
Stel de waarden van den vorm == «, dan is 
164,31 __ 164,32 
log x = 531 log 0,09132 = 27E (— 1,0394341) 
164,31 
en — log x 37E ‚0394341 , dus 


log (— log #) = log 164,31 + log 1,0394341 — log 2374 
== 2,2156640 + 0,0167970 — 3,3754807 
= 0,8569803 — 2 
— log z = 0,0719416. 
log # = — 0,0719416 — 0,9280584 — 1 
x= 0,847341. 
Homues; R. v. W.; War & Vernomen; SieGeRS; BeRTON; 
A.G.p B.; J.H.S.; Bakker; J. Kooy. 


1460. In A ABC is AD | BC, DE 1 AB, DF | AC. Bewijs 
nu, dat EF:BC = AD:2R, (R == straal omg. cirkel 
A ABC). 
Oplossing. 

Omdat / AED — / AFD ==90°, kan om vierhoek AEDF 
een cirkel worden beschreven, waarvan het middelpunt M 
het midden van AD is. (Die cirkel is tevens den omgeschreven 
cirkel van A AEF.) Zoodat / ADE =/ AFE. Nu is/ B= 
90° —/ BAD =/ ADE, dus ook /B=/AFE. A ABC 
en A AEF hebben / A gemeen en een / gelijk (/B = /AFE) 
dus is A ABC A AEF, derh. 

ER BOESAR : AO7 on et eer tl) 
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Zij O het middelpunt van den omgeschreven cirkel van 

A ABO. Trek de middellijn AOG, dan is 
AB:AC == AD: AG =S AD : 2R 

Uit (1) en (2) EF :BC == AD: 2R. 

Opmerkingen. 1) De constructie, toegepast op de hoogtelijn 
AD, kan ook worden toegepast op de hoogtelijnen uit Ben C 
op AC en AB neergelaten. Men bekomt dan nog 2 zulke 
lijnen als EF, die we E‚F, en LF, zullen noemen. In een 


A zijn er dus 3 van die overeenkomstige lijnen. 
2) Men heeft: Opp. A ABC—S BC. AD. 


Uit EF:BC—= AD: 2R volgt 
Ep __PC:AD_ 2 Opp. A ABC 
2R 2R 
Hieruit volgt, dat de andere 2 geconstrueerde lijnen 
EF, en EF, ook —= zn 
3 aldus geconstrueerde lijnen EF aan elkaar gelijk zijn. 


(constant). 


zullen zijn ; zoodat de 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


846. Een A te beschrijven, als gegeven zijn een zijde, het 
verschil der aanliggende hoeken, en het verschil der 
beide andere zijden. (KnarpeR, I, 115.) Eve 

Oplossing. 

Neem in A ABC op AC een stuk AD == AB, dan is 
CD == AC — AD = gegeven verschil der zijden. Maak / CBE 
"== 40, dan is / ABE==/B—/ C=—=v Zij BO de ge- 
geven zijde, dan zijn A ABD en A EBC gol EE dus 

fe Dn ia ADB 


/ ABE + / EBD = Le + Z CBD 
—=/ CBE + 4 CBD 
=ZCBD +/ DBE + z CBD 

ZL EBD = ZL DBE 


af 
L ABE == Á CBD + Z CBD 
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dn LCBD—jL ABE jv 


Uit CD, BC en Z CBD =5 v isnu A BCD te construeeren. 


Omdat A ABD geliĳjkbeenig is, is £ ADC scherp, dus 
ZBDC stomp. Van de 2 AA, die men bij de constructie 
van A CBD uit CD, BC en / CBD bekomt, moet dus den 
stomph. A BCD genomen worden. Daarna is op BD als basis 
de geliĳjkb. A ABD te construeeren door Z DBA = £ BDA 
(DA verlengde van CD) te maken 

Er voldoet maar een A. 





Anders. 
ZL ABD =Z ADB =Z CH 4 CBD 
L CBD = Z CBD 
opt. 
ZL. ABC =ZLCH-224 CBD 


LOBD==L ABC C=(LB—/0):2. 


Verder als boven. 


Bij constructies als deze moet men uitgaan van de onder- 
stelling, dat de gegevens werkelijk aan een A ontleend zijn 
en niet zoo maar naar willekeur zijn aangenomen. 

Zoo wordt de constructie onmogelijk, als niet CD = AC—AB 
{ BC en CD { dan de loodlijn uit C op CD is. Ook niet, 
als er niet een stompen / BDC te vinden is; evenmin als 
LB—-4LC == 0 en AC —AB=0 is, dan toch is A ABC 
gelijkbeenig en het vraagstuk onbepaald, omdat er alleen de 
basis BC van bekend is. 


377. Een A te construeeren, waarvan gegeven zijn de bis- 
sectrices der hoeken, gerekend van af elk hoekpunt tot 
het snijpunt met de overstaande zijde. J. L. BERTON. 


Men leze wat er omtrent dit vraagstuk staat in het opstel: 
Berekeningen en onderzoekingen omtrent de bissectrices der 
hoeken eens driehoeks in „De Vriend” VI (1891), en wel 
blz. 143, 6. 


ne , EN e 5, AE gr 
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378. Op een cirkelomtrek liggen twee punten A en B. Door 


een gegeven punt P eene lijn te trekken, die den cirkel 


in twee punten X en Y zoodanig snijdt, dat AX en BY 
elkander onder een gegeven hoek snijden. 
(Perersen, Meth. & Theor. 228) C. K. 


Oplossing. 
Analyse. Zij M het middelpunt van den cirkel, waarop de 


gegeven punten A en B liggen, en XY de gevraagde koorde. 


AX en BY snijden elkaar in S onder den gegeven hoek. 

Beschrijven we nu uit M een cirkel, die in R raakt aan 
XY, dan is deze de meetk. plaats van de middens der koor- 
den, die alle gelijk zijn aan XY. We mreten er dus op uit 
zijn, de lengte van XY met de gegevens te vinden. 

Ligt S buiten den gegeven cirkelomtrek, zooals in onze 
figuur, dan is de gegeven / == het halve verschil der bogen 
XY en AB. Trekken we dus een koorde AC zoodanig , dat 
ZL BAC — de gegeven / is, dan is bg ABC —= bg XY, dus 
BONNY: 

Constructie. Trek een koorde AC, die met AB den gegeven 
L vormt. Beschrijf uit M een cirkel, die raakt aan AC, en 
trek vervolgens door P een raaklijn aan cirkel MR, die den 
gegeven omtrek in X en Y snijdt, dan zullen deze punten 
de gevraagde zijn. 

Discussie. Dit vraagstuk leent zich uitstekend tot het maken 
van allerlei opmerkingen. We bepalen ons tot de volgende. 

Vooreerst zien we, dat uit P twee raaklijnen aan cirkel MR 
kunnen getrokken worden. Men zorge er slechts voor, X en 
Y zóó te nemen, dat de boog, waarop / XAY staat, gelijk 
is aan bg ABC. | 

Ligt P op den cirkelomtrek, dan is alvast een der punten 
X en Y bekend. De constructie kan dan in zooverre worden 
vereenvoudigd, dat cirkel MR en de rechte AC kunnen vervallen. 

Ligt P binnen cirkel MR, dan is het werkstuk onmogelijk. 

Wat den gegeven Z betreft, is de constructie steeds uit- 
voerbaar. Cirkel MR vervalt, wanneer AC door M gaat. 

Tot nog toe hebben we ondersteld, dat AX en BY elkaar 
buiten den gegeven cirkel snijden. Moet dat snijpunt er binnen 


P 


5 
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vallen, dan ondergaat de constructie een geringe wijziging. 
Men moet dan een cirkel beschrijven, die raakt aan een koorde, 
welke een boog — bg BC — bg AB onderspant. In dat geval 
zal het vraagstuk dus niet op te lossen zijn, als bg BC { bg AB 
is. Is bgBC=bg AB, dan vallen X en Y samen, m.a. w. 
men kan dan uit P twee raaklijnen aan den gegeven cirkel 
trekken. Rev. W. 


379. In een driehoek trekt men eene lijn, die den top met 
een punt der basis vereenigt. Op deze lijn een punt te 
vinden, waaruit de stukken der basis onder gelijke 
hoeken gezien worden. (PrrerseN, 328.) C. K. 

Oplossing. 

In A ABC ís de lijn BD getrokken, die den top B met 
een punt D der basis vereenigt. Zij nu P het punt in deliĳn 
BD, uit welk punt de stukken der basis, AD en CD, onder 
gelijke hoeken gezien worden, dan zal men dus hebhen, na 
P met A en C vereenigd te hebben, PA:PC=AD:CD, en 
ook, als PE het supplement van Z APC middendoor deelt en 
E op het verlengde van AC ligt, PA: PC = AB: CE, 

Dus heeft men ook: AD: CD == AE: CE. 

AD en CD zijn bekend. Zij AD =p, CD =gen CE =g, 
dan heeft men p:q=(pd-qte):e, of, daar pg =b= 
de basis AC is, p:g=(bd-e):z. Dus pr =qb Jbz, en 
p—ger=gben (p—g):g=b:e. 

Een 4e evenredige tot p—g, q en b geconstrueerd en z 
is gevonden. | 

Daar EP met DP in P een rechten hoek maakt, is het 
punt P aldus te vinden. 

Construeer de 4e evenredige tot p —q, q en 5, m.a.w. 
tot AD — DC, DC en AC. Verleng AC met een stuk CE = 
die 4 evenredige. Laat uit B eene loodlijn neer op BD, dan 
is het punt P, waar die loodlijn de lijn BD binnen den A ABC 
ontmoet, het gevraagde punt. 

Discussie. De constructie is altijd mogelijk, onverschillig 
of D op BC zelf of op haar verlengde libt. Zij is onbepaald, 
als tegelijk AB —=AC en BD —= CD is. 

R. v. W.; J. H.S. ; Berton; vp. War & VeRBORGH. 
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Tweede oplossing. 


Zij in den A ABC BD de lijn, welke den top met een 
willekeurig punt D der basis vereenigt, en P het punt in die 
lijn BD zoodanig dat / APD —=/ CPD is Laten we nu den 
ZCPD om de lijn PD wentelen, dan valt PC langs PA en 
het punt C ergens in E op de lijn PA, 

Vereenig EB met D, dan is DE —= DC, en E met C,‚ dan 
is CE | DP, 

Uit bovenstaande volgt de constructie, n.l. beschrijf uit D 
met straal DC een cirkel en laat uit C eene loodlijn op BD 
neer; deze loodlijn snijdt den cirkel in E en vereenig nu E 
met A door de lijn AE, welke BD in P snijdt, dan is P 
het gevraagde punt. 

Opm. Het punt E kan ook verkregen worden door uit C 
eene loodlijn op BD neer te laten en EF —= CF te maken. 


As Gre SDE 
Derde oplossing. 


Zij ABC de A en CD de lijn. Uit de opgave volgt, dat 
P op eenen cirkelomtrek moet liggen, die door A en B gaat 
en waarvan de boog AB door CD wordt middendoor gedeeld. 
In CD ligt dus een punt, dat even ver van A als van B ver- 
wijderd is en op den cirkelomtrek gelegen is. Noemen we 
het bedoelde punt B, dan is de cirkel door de punten A, B 
en KE volkomen bepaald. 

Om E te vinden, deelen we AB _l middendoor en de snij- 
ding van deze deellijn met CD is B. Vervolgens teekenen we 
den cirkel, gaande door A, B en E en trekken CD door tot 
den cirkelomtrek. P is dan het gevraagde punt. 

Z BPD toch is = 4 APD, daar ieder gemeten wordt door de 
helft van de gelijke bogen AE en BE. Hommes; Srmamgs. 


880. Een driehoek te construeeren uit Mp b2—ct en / (a, mo). 
(PerERrSEN , 331.) C. K. 
Oplossing. 
Anasyse. Van den gevraagden A ABC is gegeven : de mediaan 
AD = m; AC? — AB? = 52 —c? =v? en / ADB. 
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Trekken we uit A de hoogtelijn AE, dan 
zien we dadelijk, dat A ADE met de ge- 
gevens kan geconstrueerd worden. 

Teneinde de hoekpunten B en C te vin- 
den, merken we op, dat 

CE? — BE2 — AC? — AB? == 0? is. 
Zij nu BC ==# en DE =p, dan heeft men: 

(CD + DE)? — (BD — DE)? — v? 


2 2 
of (ze+p) —(52—e) zita 
en na herleiding: 2pr=—=v? of Wp:v—=v:e, 
zoodat BC de derde evenredige is tot 2DE en v(b? — c?). 
Constructie. Construeer een rechth. A ADE, waarin AD = mo 


BUL ADE: / (a, me). Zoek verder de derde evenredige 


tot 2DE en v/(b? — c?); deze lijn is de basis, zoodat verder 
de punten B en C gemakkelijk kunnen gevonden worden. 
Disenssie. Is / (a, me) = 90°, dan is de constructie alleen 





uitvoerbaar, als 5? —c? — OQ gegeven is. Het vraagstuk is 
dan onbepaald, Overigens is de constructie steeds mogelijk. 
R. v. W. 


881. Beschrijf een driehoek, als gegeven zijn: de tophoek en 
de sommen (verschillen) van elk der beenen met de 
grondlijn. (VersLuys, Meth. S 25, no. 15, 16.) E. V. 

Zie: De Vriend, I, bl. 192 en 193, no. III en IV. 


382. Construeer een vierkant, waarvan de zijden of haar ver- 
lengden in gegeven volgorde door 4 gegeven punten gaan. 
(Karper, I, 187.) (Zie: De Vriend, VII, 753.) E. V. 


883. Door de hoekpunten van een A ABC lijnen te trekken, 
die een geliĳkzijdigen A vormen, waarvan eene zijde 
gelijk is aan eene gegevene lijn. J. L. Berron. 

Oplossing. 

Analyse. Zij A PQR de gevraagde A , welks zijden ieder 
gelijk een gegeven lijn a zijn en door de hoekpunten van den 
gegeven A ABC gaan. 

De Vriend der Wiskunde, XIII, 7 


bedr os 207 
eN EN 
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Beschrijven we nu de omgeschr. cirkels M,‚ N en O om de 
AA APB, AQC en BRC, dan is het duidelijk, dat AB, BC 
en AC bogen van 120° onderspannen; immers de 4 P,Q 
en R zijn ieder — 60°. Ook kan men gemakkelijk aantoo- 
nen , dat die drie cirkels elkaar in één puntS snijden. Verder 
blijkt, dat M, N en O de hoekpunten van een gelijkz. A 
zijn, want MN deelt AP en MO deelt BS rechthoekig mid- 
dendoor, en wijl 4 APB =120° is, zoo is £ NMO == 60°, 

Men bewijst evenzoo: Z MNO == 60°, zoodat A MNO ge- 
lijkzijdig is. 

Laten we nu de loodlijnen MM’ en NN’ op PQ neer, en 
trekken we ML // PQ tot zij NN’ in L snijdt, dan is ML = 
M'N’ en MLN een rechth. A. 


Maar MN AM {AN =JAPHSAQ = 5 PQ, dus is 
1 
ook ML = 5 PQ. (De figuur had ook zoo kunnen zijn, dat 


PQ gelijk ware aan het verschil der koorden AP en AQ). 
Merken we ten slotte nog op, dat de ligging der middelpunten 
M, N en O door de gegevens bepaald, omdat AB, BC en 
AC bogen van 120° (of 240°) onderspannen, dan komen we 
gemakkelijk tot onderstaande 

Constructie. Beschrijf (buitenwaarts) op AB en AC als 
koorden cirkelsegmenten, die // van 60° bevatten. Vereenig 
de middelpunten M en N en construeer op MN als middellijn 


een cirkel. Trek uit M met ML = 5 a als straal een cirkel, 


__die den cirkel op MN in L snijdt. Trek daarna PQ // ML, 
snijdende de cirkels M en N in P en Q. Wanneer men ein- 
delijk PB en QC trekt, die elkaar in R snijden, dan zal 
PQR de gevraagde A zijn. 

Discussie. Dat men in ’t algemeen twee AA kan krijgen, 
blijkt terstond, als men opmerkt, dat de cirkel uit M met 


1 
ze tot straal beschreven, twee snijpunten L en L' geeft. Men 


kan dus PQ trekken òf // ML òf // ML’. De ontstane zijn 
evenwel congruent, omdat ML —= ML' is. 
Verder valt uit onze figuur af te leiden , dat M'N’ de pro- 
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jectie is van MN op PQ. Deze projectie kan hoogstens — MN 
zijn, en aangezien PQ —=2M'N' a is, wordt de constructie 


onmogelijk, als 50 ) MN is. Hierbij moet nog in aanmer- 


king worden genomen, dat MN haar grootste lengte krijgt, 
wanneer men de segmenten op AB en AC, die // van 60° 
bevatten, buitenwaarts beschrijft. ’t Is derhalve wenschelijk , 
dit te doen, om te kunnen beslissen, of het werkstuk al dan 
niet uitvoerbaar is. Voor het overige kan het vraagstuk steeds 
worden opgelost. R. v. W. 
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Verslag van een mondeling ex. in Wiskunde L. O. 1897. 
Algebra (*/, uur). 


Wat is eene vergelijking? Gegeven de vergelijking 7x + 3y 
== 15. Hoeveel stellen waarden voor de onbekenden voldoen 
hieraan ? Waarom? Bij de vorige vergelijking wordt gegeven 
de vergelijking 3x Jy == 7. Hoeveel stellen waarden voldoen 
aan deze beide vergelijkingen ? Waarom? Bewijs, dat ik 
bij de laatste vergelijking beide leden met 3 mag vermenig- 
vuldigen en vervolgens de overeenkomstige leden in beide 
vergelijkingen van elkaar mag aftrekken. 

Vermenigvuldig een paar 2-termen , bv. (öz + 34) (ws — 2y). 
Dit produkt weder in factoren te ontbinden. (Verschillende 
manieren.) 


Wat is een logarithme? Bewijs: log Wa = e log a; 


log a“ —=nloga; log pg =log p + log q. 
Planimetrie (*|, uur). 

Gevraagd een A te construeeren, als gegeven zijn 2 zijden 
en de zwaartelijn op de 3e zijde. Gegeven is een A ; ge- 
vraagd wordt deze in 5 gelijke deelen te verdeelen door rech- 
ten, evenwijdig met eene der zijden. Bewijs, dat de opper- 
vlakken van 2 gelijkvormige driehoeken zich verhouden als de 
kwadraten van 2 geliĳjkstandige zijden. Gegeven: een Z en 
een punt tusschen de beenen; gevraagd: door dit punt eene 
rechte te trekken, zoodanig dat de stukken, waarin deze 
rechte door dat punt en de beenen van den / verdeeld wordt, 
zich verhouden als 1:2. Teeken een’ A en hieraan een aan- 
geschreven cirkel. Hoe groot zijn de afstanden van de hoek- 
punten tot de raakpunten ? Bewijs uw antwoord. Naar aan- 
leiding hiervan werd gevraagd ’t volgende: Gegeven is een Z 
en een punt binnen dien / , door dit punt een rechte te trek- 
ken, die met de beenen van den / een A vormt van ge- 
geven omtrek. 

Wat zijn rakende cirkels ? Bewijs, dat als 2 cirkels elkaar 
raken, het raakpunt ligt op de rechte, die de middelpunten 
verbindt. | 
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Stereometrie (*|, uur). 


Gegeven zijn 2 kruisende rechten en een punt; gevraagd 
door dat punt eene rechte te trekken, die de beide kruisende 
rechten snijdt. Wanneer zal de constructie niet mogelijk zijn ? 
Bewijs de formule voor den inhoud van een scheef hoekig 
parallelopipedum. 

Wat is een raakvlak aan een bol? Laat zien hoe het ont- 
staat. Bewijs, dat ’t loodrecht op den straal van ’t raakpunt 
staat. Construeer een raakvlak aan een bol door een punt op 
het oppervlak, door een rechte er buiten en door een punt 
buiten den bol. Hoeveel vlakken zijn er in elk geval mogelijk ? 
Wat is een kegelvlak? Hoe ontstaat een kegelvlak in ’t al- 
gemcen ? Hoe een rechte cirkelkegel? Teeken een scheeven 
kegel. Bewijs, dat de doorsnede van ’t kegelvlak met een 
vlak evenwijdig aan ’t grondvlak een cirkel is. Welke door- 
snede zal eveneens een eirkel zijn ? Wat is een raakvlak aan 
een kegelvlak ? Construeer een raakvlak door eene beschrij- 
vende lijn, door een purt op ’t kegeloppervlak en door een 
punt er buiten. Hoeveel vlakken voldoen? Teeken een veel- 
vlakshoek. Bewijs. le. De som der zijden {4R. 2e. De som der 
hoeken ) (n—2)2R. Teeken een veelvlakshoek met insprin- 
gende hoeken. Gaan genoemde eigensehappen nu nog door ? 
Bewijs uw antwoord. 

Gonio- en Trigonometrie (t‚, uur). 

In welken toestand verkeeren de goniometrische verhoudin- 
gen van hoeken in *t 2e, 3e en 4e kwadrant? Wat is de 
sinusregel? Bewijs. Wat is de cosinusregel? Wat de tangens- 
regel? Wanneer gebruikt men bij ’t oplossen van een A den 
sinusregel, wanneer den cosinusregel, wanneer den tangens- 
regel ? Welke kan men gebruiken bij ’t Theorema van SNeLLIus? 

Oplossen de vergelijking asinz Jbsinv—=b en nog een 
paar andere. Logarithmisch maken van een paar vormen. 


Wat de goniometrische vergelijkingen betreft, deze weet ik 
mij verder niet juist meer te herinneren, evenmin als de vor- 
men , die voor berekeningen met logarithmen geschikt gemaakt 
moesten worden. Wat de rest aangaat, heb ik alles zoo ge- 
trouw mogelijk weergegeven, D. v. p. Craars, 
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BEPALING EN EIGENSCHAP. 


In de wiskunde verstaat men onder „bepaling” de omschrij- 
ving van de beteekenis, waarin een uitdrukking wordt ge- 
bruikt. „Eigenschap'’ noemt men de wet of regel , waaraan 
een wiskundige grootheid onderworpen is. 

Bij een „bepaling” kan van geen bewijs sprake zijn. Immers, 
wanneer we omtrent eenig wiskundig onderwerp iets willen 
meedeelen en de omschrijving van dit onderwerp veel woorden 
vereischt, dan zullen we, om in den loop der redeneering 
het herhalen dier omschrijving te vermijden, het geheele be- 
grip in één woord samenvatten; maar we zijn dan verplicht 
vooraf te zeggen, wat we met dit woord voor den geest willen 
roepen; en dit noemen we de „bepaling” van dit woord. Nu 
kan het woord onhandig gekozen zijn, maar dit verandert 
niets aan de omstandigheid, dat we met dit woord het door 
ons vooraf omschreven begrip op het oog hebben. 

Met een „eigenschap” is dit anders. Wanneer omtrent eenige 
wiskundige grootheid een wet wordt aangegeven, dan moet 
die wet bewezen worden. Hierop vormen eenige weinige wetten 
een uitzondering: men noemt ze axioma's. Een axioma is een 
eigenschap, die zekere grootheid of figuur stellig bezit, maar 
waarvan het bewijs niet uit andere eigenschappen of uit be- 
palingen te deduceeren is. *) | 

Dit verschil tusschen bepaling en eigenschap lijkt me zoo 
voor de hand liggend, dat ik de vermelding daarvan over- 
bodig zou achten, ware het niet, dat eenige bladzijden van 
dit tijdschrift mijn meening in dit opzicht wijzigden. 

Op blz. 6 van den 1sten jaargang van dit Tijdschrift wor- 
den onder het opschrift „bepalingen? 10 opgesomd. Daar wordt 
een bepaling gegeven 1 van middelloodlijn, 3 bissectrix , 5 
mediaan, 6 zwaartepunt, 7 transversaal, 8 hoogtelijn, 9 hoogte- 
punt, 10 voetpuntendriehoek. Maar wat onder 2 en 4 gegeven 
wordt zijn toch geen bepalingen. „2. Het gemeenschappelijk 


1) Hier zou misschien kunnen bijgevoegd worden ven die zoo een- 
voudig is, dat de juistheid zonder eenig bewijs in het oog springt”, 
Het zou me te ver voeren te bespreken, wat voor en tegen die bij- 
voeging te zeggen valt, 
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snijpunt der drie middelloodlijnen is het middelpunt van den 
omgeschreven cirkel” Hier is niet de bedoeling, nadat be- 
wezen is, dat er zulk een gemeenschappeliĳjk snijpunt bestaat, 
dit snijpunt een naam te geven. De naam zou dan onjuist 
gekozen zijn, omdat de constructie van dit punt geheel onaf- 
hankelijk van den omgeschreven cirkel is, en bovendien zou 
zij tot verwarring aanleiding geven, Immers door dezen naam 
te gebruiken voor een punt, langs opgegeven weg gecon- 
strueerd, noemen we bepaling iets, dat een eigenschap is en 
dus eerst bewezen moet worden. Noemen we het punt middel- 
loodlijnensnijpunt en noemen we omgeschreven cirkel van een 
drieh. dien cirkelomtrek, waarin de drie hoekpunten van den 
drieh. liggen, dan heeft het middelloodlijnensnijpunt de 
eigenschap, dat het het middelpuut van den omgeschre- 
ven cirkel is. 

De 4de bepaling luidt: „Het gemeenschappelijke snijpunt der 
drie bissectrices van een drieh. is het middelpunt van den 
ingeschreven cirkel” Terwijl nu de constructie van dit snij- 
punt onafhankelijk is van den ingeschreven cirkel, hebben we 
ook hier niet met een bepaling te doen, maar met een 
eigenschap, die moet bewezen worden. 

In den vijfden jaargang van dit Tijdschrift betoogt de heer 
J. C. Eeer het wenschelijke van eenheid en bepaling. Maar 
waarop nog meer gelet moet worden, is, dat de bepalingen , 
die gegeven worden, juist zijn en de uitdrukkingen zoo ge- 
kozen, dat zij het meest beantwoorden aan de bepaling en het 
meest geschikt zijn om het begrip weer te geven, dat wij er 
mee op het oog hebben. Het daar behandelde onderwerp geeft 
juist een voorbeeld aan de hand, dat aantoont, hoe nalatig- 
heid in dit opzicht aanleiding tot verwarring kan zijn. De 
heer Earr vermeldt daar o. a. verschillende bepalingen , door 
hem ontmoet voor lijn en voor rechte lijn „Tamelijke een- 
parigheid omtrent de bepaling van lijn, maar omtrent de be- 
paling van rechte lijn geen overstemming, 1 de kortste afstand 
tusschen twee punten, II de lijn, die overal naar een en de- 
zelfde richting loopt. 

Uit hetgeen ik in den aanhef gezegd heb volgt, dat voor 
hem, die I als bepaling geeft, II een te bewijzen eigenschap 
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is: hij, die II als bepaling geeft, moet 1 bewijzen. Wanneer 
nu de heer Earr de eerste bepaling minder correct vindt, 
acht ik dit zeer verklaarbaar. Er zou dan vooraf moeten 
gegaan zijn bepaling of omschrijving van het begrip „afstand” 
en bepaling wanneer men den eenen afstand „grooter”’ noemt 
dan den anderen. Men stelt toch als bekend voor het verge- 
lijken van afstanden. Maar is de tweede bepaling wél cor- 
rect? Richting is toch afgeleid van recht en heeft dus als 
bepaling en verklaring van het begrip „recht” weinig waarde. 
Wanneer men zegt: „Een rechte lijn is de lijn, die overal 
naar een en dezelfde richting loopt’, zegt men dan veel anders 
dan „een rechte lijn is de lijn, die recht is”? Geeft men op 
deze wijze een verklaring wat recht is ? 

Dat eigenschap geheel iets anders is dan bepaling, treedt 
het meest op den voorgrond, waar voor het bewijs der eigen- 
schap noodig is het gebruik van eenige hulpstellingen. Daar 
zal men er niet licht toe komen, dat, wat eigenschap is, 
bepaling te noemen. Maar, waar de eigenschap een onmiddel- 
lijk gevolg is van de bepaling, daar komt de verwisseling. 
Voorbeeld. Op de zooeven genoemde plaats haalt J. C. Barr 
voor hoek o.a de bepaling aan „de graad van helling van 
twee rechte lijnen, die in een punt samenkomen”. Afgeschei- 
den nu daarvan, of deze bepaling voldoet, is een onmiddellijk 
gevolg van deze bepaling de eigenschap : overstaande hoeken 
zijn gelijk. Al is dit gevolg nu onmiddellijk, is het een eigen- 
schap als elke andere eigenschap en vereischt een bewijs. Die 
haar zou rangschikken onder de bepalingen, doet een onjuistheid 

Een ander voorbeeld: de heer KorPrscHaar onderscheidt 
in denzelfden jaargang blz. 221 zeer nauwkeurig. Bepaling. 
Recht evenredig afhankelijk noemt men een grootheid met een 
andere grootheid, als het eenige malen grooter (kleiner) wor- 
‚den van de laatste tengevolge heeft, dat de eerste evenveel 
malen grooter (kleiner) wordt. Als gevolg van deze bepaling 
schrijft hij: „als twee grootheden recht evenredig zijn, is de 
verhouding van twee waarden der eene grootheid gelijk aan 
de verhouding van de overeenkomstige waarden der andere 
grootheid” Dit gevolg is een eigenschap, waarvoor de heer 
K, niet overtollig acht een bewijs te geven. 





nt BA 
Man 

Ln 
ee 
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Heeft men deze blz. van den heer KorrPrscHaAar over even- 
redige afhankelijkheid gelezen en op hare nauwkeurigheid 
acht geslagen, dan springt elders gemakkelijk onjuistheid in 
het oog. Ik heb voor mij een werk, dat boven mijn lof ver- 
heven is, op zijn gebied het beste in ons land, een standaard- 
werk; ik bedoel „Leerboek voor het Handelsrekenen” door 
C. Krarrer Kz. (3de druk). Men leest op blz. 62 vv.: „Twee 
grootheden zijn recht evenredig, als het eenige malen grooter 
(kleiner) worden van de eene enz’ Als voorbeeld geeft 

‚ Krarper: „Twee hoeveelheden koopwaar zijn evenredig met 

de prijzen van die hoeveelheden enz’ En verder: „Uit de 

bovenstaande bepaling volgt, dat bij evenredige grootheden de 

| verhouding van twee hoeveelheden der eene grootheid gelijk 

| moet zijn aan de verhouding van de beide overeenkomstige 

\ hoeveelheden der andere grootheid” Deze gedachtengang 

| schijnt me toch niet zeer juist. Terwijl Krarrer terecht de 

„laatste eigenschap als gevolg van de bepaling geeft, geeft hij 

bij de bepaling voorbeelden, die voorbeelden zijn van het gevolg. 

Als voorbeeld van de bepaling had hij kunnen schrijven : „De 

hoeveelheid der koopwaar is evenredig met de daarvoor be- 
steedde prijs.” 

Wat J. v. B. in jaargang 1896 over de evenredigheden ge- 
schreven heeft, geeft den indruk, dat hij tusschen bepaling 
en eigenschap niet voldoende verschil gemaakt heeft. Hij 
noemt de volgende bepalingen : 

TJ. Het quotient levert, wanneer het vermenigvuldigd wordt 
met den deeler, het deeltal op. 

IH. Een product levert, wanneer het door den vermenig- 
vuldiger gedeeld wordt, het deeltal (lees: vermenigvuldigtal) op. 

IL Het quotient wijst aan, hoeveel malen de deeler van 
het deeltal kan worden afgenomen. 

Nu is in III sprake van eenige met elkaar in verband 
staande grootheden: quotient, deeler en deeltal, en wordt dan 
van quotient een bepaling gegeven: „quotient is een getal, 
dat aanwijst enz” Dit kan men ook mijns inziens bepaling 
noemen, nadat men vooraf de begrippen deeler en deeltal 
omschreven heeft, of althans als genoegzaam verklaard onder - 
stelt. Bij een bepaling van quotient kan men dan de begrip- 
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pen deeler en deeltal noemen. Evenzoo zou men bij bepaling 
van het begrip product de woorden vermenigvuldiger en ver- 
menigvuldigtal kunnen noemen. Maar dan is I geen bepaling; 
het is een gevolg van bepaling III, d.i. een eigenschap, die 
bewezen moet worden. Ook II is geen bepaling, maar een 
eigenschap. 
Is het in ’t algemeen nuttig, bepaling en eigenschap goed 
te onderscheiden, bij het onderwijs in de getallenevenredig- 
heden is het een groote vereischte. Dit onderwerp wordt ge- 
woonlijk behandeld met leerlingen, die nog staan op de eerste 
sporten van den ladder der wiskundige wetenschappen , en 
niet het juiste begrip hebben, wat wel en wat niet bewezen 
dient te worden. Hun blijken dan de wetten der evenredig- 
heid zoo duidelijk uit de getallen, dat zij het bewijzen over- 
bodig vinden. Men doe hun duidelijk gevoelen, wat een be- 
paling is en wat een eigenschap. J.HD 


Een belangrijke Stelling ! 


In de meeste leerboeken der algebra wordt bij de behan- 
deling van de deeling van wortelvormen niet gesproken over 
de mogelijkheid om een veeltermigen noemer, die geen hoogere 
dan tweedemachtswortels bevat, rationaal te maken, als het 
aantal wortels meer dan vier bedraagt. Sommige schrijvers, 
0. a. VAN LAAR en naar wij meenen ook Bouman , beweren, 
dat de noemer niet rationaal te maken is, als het aantal dier 
wortels meer is dan 4. Anderen laten de kwestie onaange- 
roerd , terwijl GRAVELAAR zegt : 

Zoodra er in een deeler van den vorm: 

va, J-va, + va, +. VO, 
meer dan vier termen voorkomen, kan men dus in het Hb 
meen het aantal dier termen niet verminderen, bijgevolg dien 
deeler niet rationaal maken door telkens van eenige termen 
de teekens om te keeren en met den komenden vorm te ver- 
menigvuldigen. (De cursieveering is van ons.) 

In het volgende zullen wij aantoonen, dat elke noemer, 
die uit n-tweedemachtswortels bestaat, rationaal gemaakt kan 
worden , hoe groot # ook moge zijn, 
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A. Heeft men 3 getallen «a, b en c‚ dan kan men daarmee 


sen verschillende drietermen vormen op de volgende wijze: 


achter de grootheid a kan men beurtelings + b en —b, 

achter a Jb en a — b evenzoo beurtelings J-c en —c 
voegen , waardoor ontstaan : 

ad bd-e abe (0 
ad-b—ce a—b—e © 77 

Het product dezer 4 drietermen kan gemakkelijk ontwik- 

keld worden en levert op: 
at J- bt Jet — 2a2D2 — Zat? — 2022. 

Deze uitkomst bevat slechts 2 soorten van termen, nl. posi- 
tieve vierdemachten en negatieve tweedemachten. Ook is de 
uitkomst symmetrisch ten opzichte van alle letters, d. w. z. 
zij verandert niet, als men 2 der letters onderling verwisselt. 
Men is gewoon die uitkomst voor te stellen door : 

Xat — 2020? 
(Lees: sigma a* — 2 sigma a?b°). 

Xa* wijst de som aan van alle 4demachten, die men uit 
de grootheden a —b—c op dezelfde wijze vormen kan, als 
a* gevormd is. 

Za?b? wijst de som aan van de producten, die men uit de 
grootheden a... b...c vormen kan op dezelfde wijze, als 
a?b? gevormd is. 

B. Voegt men achter elk der factoren uit (1) beurtelings 
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Jd en —d, dan krijgt men os 1 factoren: 
adbd-edd adbt-e—d | 
adb—etd adb—e—d (2) 
a—bded-d a—bte—d °°° 
a—b—edd a—b—e—d 

en het product dezer 8 factoren kan met behulp der merkw. 

producten bepaald worden. 

Men zal vinden: 
Zat — 4XaSht J 6X%a2bt — 40a2b2erd?. 
C. Heeft men » getallen a...b...c...n, dan kan men 


daarvan Ti „-termen vormen, als volgt : 

achter a schrijft men beurtelings + 5 en —b, 

achter elk dezer tweetermen beurtelings +- c en — c, waar- 
door men de 4 drietermen uit A verkrijgt ; 
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achter elk dezer kan men beurtelings J-d en —d voegen, 
waardoor men de 8 viertermen uit B verkrijgt; ic | 
achter elk dezer weer beurtelings +e en —e en zoo ver- 
volgens tot men alle letters gebruikt heeft. Men verkrijgt 


zoodoende 277! 7 termen, en het product dezer „-termen 
bevat de volgende twee eigenschappen : 

I. Het is symmetrisch ten opzichte van alle letters. 

II. Het bevat slechts evenmachten van alle letters. 


Bewijs van L 


Hiertoe heeft men slechts te laten zien, dat het product 
symmetrisch is, ten opzichte van 3 letters bv. a —e— kk, 
waarin de 2 laatste willekeurig. 

Noemen wij s het deel uit een der factoren, dat onaf- 
hankelijk is van de letters a —e — k, dan krijgt men in het 
product deze 8 factoren : | 

adsted-k Aa—sdedk 

adsde—k a—sde—k an 

ad-s—etk as —edk 

ads—e—k A—-s—e-k 
die een symmetrisch product (B) opleveren ten aanzien van 
a —e— k. Daar nu het oorspronkelijk product kan beschouwd 
worden, als te zijn verkregen uit de vermenigvuldiging van 
producten van 8 factoren, die op dezelfde wijze gevormd zijn 
als het voorgaande, volgt er uit, dat het eindproduct sym- 
metrisch moet zijn ten opzichte van alle letters. 

Bewijs van 1. 

Omdat het product symmetrisch is ten opzichte van alle 
letters, zal het voldoende zijn aan te toonen, dat het geen 
andere dan evenmachten bevat van een der letters, bv. van 
de laatste /. Stelt men door A, B, C, D... voor de veel- 
termen , die in iederen factor overblijven , als men daaruit de 
letter / verwijderd heeft, dan is het duidelijk , dat men het 
product kan voorstellen door : 

(AHD(A DB + DB —1(C +9 (C 1) 
of door: it 
(A2 — U?) (B? —U2)(C2 — 1) (D? — U?) 
en nu is het duidelijk aan dezen vorm te zien, dat er in het 
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eindproduct geen andere dan evenmachten van / kunnen 
voorkomen. 


_ Wij zijn nu genaderd tot ons doel: aan te toonen, dat 
elke noemer, die geen andere dan tweedemachtswortels bevat, 
rationaal gemaakt kan worden, hoe groot hun aantal ook 
moge wezen. 
Zij gegeven en breuk 
T 
Vu Eva EVE Eva, 


dan mag men altijd veronderstellen, dat de eerste term uit 
den noemer positief is; mocht hij het niet zijn, dan kunnen 
we, door teller en noemer met — 1 te vermenigvuldigen , 
hem positief maken. 

Stellen wij nu de wortels voor door A,‚, A,, A; A) 
vormt men daarvan de SE n-termen , zooals deze in C zijn 
verklaard, en vermenigvuldigt men teller en noemer met het 
product dier veeltermen, dan is de oorspronkelijke noemer op 
dat product deelbaar en men verkrijgt een nieuwen noemer, 
die symmetrisch is ten opzichte der letters : 

A, Ao) As. A, 
en die geen’andere dan evenmachten dezer letters bevat, zoo- 
dat de nieuwe noemer rationaal is ten opzichte van 

Uy dar dze 0 


G. L. N. H. pe LArve. 


Vergelijkend onderzoek voor Hoofd eener School te 
Rotterdam , 23 November 1897. 
___ Rekenen (Î'!, uur). 

1. Hoe kan men onderzoeken, welke van eenige gewone 
breuken de grootste waarde heeft? Verklaar de verschillende 
manieren , waarop dat geschieden kan, voor leerlingen. 

2. Zie no. 1481. 

3. Welke is uw leergang, behoorlijk toegelicht, voor de 
oppervlakte-berekening van eenvoudige vlakke figuren ? 

Van welke leermiddelen maakt gij daarbij gebruik ? 

Van DER War & VeERBORGH. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Juni 1898 franco 


1481. 


1482. 


1483. 


1484. 


1485. 


1486. 


bij den Redacteur A, J. vAn BREEN te Arnhem 
worden ingewacht, 


Iemand laat op 24 April zooveel 3° , N. W. S. koopen, 
dat hij jaarlijks f 445,50 rente kan trekken. De koers 


is 9875 en de provisie ë °. De coupon wordt met 1 °/, 


korting betaald op 1 Maart en 1 Sept. Hoeveel moet 
hij voor die effecten betalen? v.v. War & VerBorGH. 
(Verg. onderz. Rottm. 23 Nov. 1897.) 

Een rechte cirkelcilinder heeft een inhoud van 1,25 HL. 
De hoogte staat tot de middellijn van het grondvlak 
als 3: 4 (binnenwerks). Bereken in dM. den straal van 


het grondvlak. x= ed De worteltrekking in 5 deci- 


malen. De bewerking volledig inleveren. | 
(Hoofdacte Amstm. 1897.) H. VERHAGEN. 
Wat is de hoogste macht van 500, waardoor 1000 x 
1005 x 1010 x... x 4000 deelbaar is? H, VERNAGEN. 


Als p een ondeelbaar getal voorstelt, is 5f — 2 x 3? +1 
deelbaar door p. Bewijs dat. | 

(WisseLinkK, IVe Verz., 4 S 39.) H. VERHAGEN. 
Een winkelier, die eene partij koffie in het klein ver- 
koopt, geeft eenige percenten overwicht en wint dan 


19.5 %- Had hij 5 lo meer overwicht gegeven, dan 


zou hĳĳ 19°/, meer gewonnen hebben. Hoeveel °/, 
overwicht gaf hij ? 
(WisseLinK, IVe Verz., 2 8 39.) H. VERHAGEN. 
Indien P het gedurig product is der » termen eener 
meetkundige reeks, S de som dier termen en S, de som 
der omgekeerde termen, bewijs dan, dat men steeds heeft : 
S \” 
KE ( : H. VERHAGEN. 
(J. VersLuys, Rekenk. vraagst. voor meergev.) 


1487— 1492. Zie bl. 1 Ex. Wisk, L, O, 1897, Plan. 1-3, 


Alg. 1-3. 
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1493. Los de onbekenden op uit de vergelijkingen 

(ey) (a? —yt)=a en (edy) (et Hyt)=d 

en neem na de oplossing a = 160, 5—=580. Eeen. 

Beer & Nreuwnurs, Pract. Alg. II, 2e druk, bl. 47, no. 23.) 
1494. Bereken © uit: 
log? (2? Jaj-l) 

log? (2? Ja) 
log® (w?* +241) 
(@2Hatl) V (at Fekl) Vedel)... … enz 10, 

(Ex. Wisk. L.O. Semarang 1896.) J. L. Berton. 

1495. Los z op uit de vergelijking : 


[log 2tlog 3d onz. + log (e — 1) + 


(tog 2-log 5 + log S dee enzHog)= vlog x+log*z—2. 


(Ex. Wisk. L.O. Semarang 1896.) J. L. Berron. 

1496, Met de gegevens a, A en bc een A te beschrijven. 
(Perersen, Meth. 73) 

1497. Een A te construeeren uit de gegevens: A, ren ad-bc. 

__(Perersen, Meth. 107.) 

1498. Een A te construeeren, als gegeven zijn: a, b cen 
we, (S bissectrix van / A). 

(Perersen, Meth. 116.) 

1499, Als men door het snijpunt der diagonalen van een in- 
geschreven vierhoek een koorde trekt, die in dat punt 
wordt middendoor gedeeld, dan wordt het deel der 
koorde, dat binnen den vierhoek valt, middendoor ge- 
deeld in hetzelfde punt. Bewijs dat. 

(VersLuys, Meth. Gem. vrgst. 64.) 
1500. Zij D het midden der basis BC van A ABC, DE (—= h) 


J BC, EF | AC, EG | AB, H het midden van DE. 
Bewijs, dat F, G en H in eene rechte lijn liggen. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
385. Als de opstaande zijden AD en BC van een trapezium 
ABCD elkaar in E en de diagonalen AC en BD elkaar in F 


386. 


38%. 


388. 


389. 


390. 


391. 


392. 


395. 
394. 
995. 


396. 


396. 


112 | 7 AP 


snijden, en men Al j/ BE en BI || AE trekt, bewijs 
dan dat het verlengde van EF door I gaat. (P) 
In hoeveel punten kunnen de diagonalen (zoo noodig 


verlengd) van een „n-hoek elkaar hoogstens snijden? 


(WisserinK, 4e Verz. S 40, 2.) 
Men vraagt de meetkundige plaats te bepalen van een 
punt, zoodanig gelegen, dat, als men daaruit op elke 
zijde van een gegeven A de loodlijn trekt, de voet- 
punten dezer loodlijnen in ééne rechte lijn liggen. 

J. L. B. 
Een A in de uiterste en middelste reden te verdeelen 
door eene lijn, evenwijdig aan eene gegeven lijn. 

JD, 
Van een vierhoek ABCD is bekend : straal omgeschreven 
cirkel OA , een diagoneal BD en hoek diagonalen a. 
In den vierhoek kan een cirkel beschreven worden Dien 
vierhoek te construeeren. J L. B. 
Kan men een A construeeren, wanneer daarvan gegeven 
zijn: 1°. de basis, 2°, een hoek aan de basis en 3°, de 
bissectrix van den tophoek. Zoo ja, hoe? | 
J. L. Berron. 
Als van A ABC het hoogtepunt H,‚ het middelpunt van 
den ingeschreven cirkel I en het zwaartepunt Z in lig- 
ging gegeven zijn, kan men dan daaruit A ABC con- 


strueeren ? Zoo ja, hoe? J. L. BeRrToN. 
Zie bl. 36. Cadet. Rek. II. A.? 
Zie idem. 5 Te Ld A.? 
Zie bl. 37. Breda. Kek, L A.P 
Idem 5 RL A? 
Idem. A week A? 
Idem bl. 38, Marine. Rek. 3. AE 


Vervang op bl. 35 no. 1480 (= 1457) door 
1480. Bereken de onbekenden uit: 


vr(y—2)? = 25, yP (2e)? = 13, 22 (ry)? = 37. 
(EcerR & Nieuwaurs, Pract. Alg. IT, 2e druk, bl. 33, 13.) 
Eeen. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1461—1480. 


1461. De som der eerste 16 termen eener oneindige meet- 
kundige reeks is 255 (2 +12) en de reden Tv? Be- 


reken de limiet van de som der termen, volgende op 
den 16en. (Groningen, ha. ’97.) H. VERHAGEN, 


Oplossing, 


Vereenigen we de termen der reeks tot groepen van 16, 
dan ontstaat er een nieuwe meetk. reeks, waarvan de reden 
1 16 Er B 
( 52) = go is De som der eerste 16 termen is 
255 (2 + 1/2); de som der volgende 16 termen is dan 
255 (2 +172) 
256 î 
limiet we hebben te bepalen. 
. De gevraagde limiet is bijgevolg : 
255 (24-12) Aen 
256 (1 zo) =2tr2 R. v. W. 


1462. Zal het getal |aöbal een kwadraat zijn, dan moet 3a—b 
een 1l-voud zijn. Bewijs dat, en onderzoek, of de 
voorwaarde voldoende is. 

(Groningen, ha. ’97.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 


Dit is de eerste term van de reeks, wier 


Opdat [abba een kwadraat zij, moet elke ondeelbare factor, 
dien [as5a | bevat, er in voorkomen in een even aantal. Nu 


is |adbaf— 1001a + 1103 = 11 (91a +105); dus moet 
dla} 10been ll-voud zijn. Trekken wij hier af: 
88a + 115 = 1l-voud, dan houden we over: 
3a—b ==1l-voud, qg.e.d. 
De vraag is: bevat 9la J 105 onder deze voorwaarde buiten 
den factor 11 nog slechts ondeelbare factoren, elk voorko- 
mende in een even aantal? We kunnen dit aldus onderzoeken : 
3a — b kan zijn O, 1 X11 of 2 X 11 
88a +115 = 11 (8a + b) 
la + 106 =11(Ba +5) of 11(8a +b F1) of 11(8a +52), 
De Vriend der Wiskunde. XIII. 8 
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11 (Ola + 105) —= fabbal = 11° (Ba 4-5) of 11° (Ba Hb) 
of 11° (8a + Lb + 2). 

Voor elk geval, wanneer 3a—5b=0, 11, =22, kan 
men de waarden van a en 5 vinden en dan blĳkt bij substi- 
tutie, dat noch 84 Jb, noch 8a +-b +1, noch 8a +4 +2 


een kwadraat kan zijn. Alzoo: |abbaf kan nooit een vierkant zijn. 
Dat de gevonden voorwaarde niet voldoende was, moest ook 
direct duidelijk zijn, dewijl zij alleen betrekking had op den 
factor 1! , doch niet toeliet, omtrent de andere factoren iets 
te beslissen, of ’'t moest zijn, dat hier alles van den factor 
11 afhing. J. Kooy. 


1463, Iemand kan een huis koopen, dat hem met de over- 
drachtskosten op f 29960 komt te staan. Hij heeft 
slechts f 20000 en neemt daarom een hypotheek. Hoe 
hoog moet deze zijn, als de kosten daarvan 4 °/, bedragen ? 
(Den Haag, ha. '97.) H. VERHAGEN. 

Oplossing. 

De kosten van de hypotheek, die 4°/, bedragen , moeten 
betaald worden van de f 20000, die hij bezit. Het huis kost 
dus f 20000 — 4°/, van het bedrag van de hypotheek + het 
bedrag van de hypotheek == f 20000 + 96 °/, van het bedrag 
van de hypotheek. Het huis kost f 29960. Dus f20000 + 
96 °/, van de hypotheek —= f 29960 of 96°/, van de hypotheek 
== f 9960. 1°/, v. d. hyp. —= f 103,75. Dus de hypotheek 
moet bedragen f 10375. C. Bruc. 


1464. De som van een getal van 6 cijfers en een getal, dat 
uit dezelfde cijfers bestaat, maar in omgekeerde volg- 
orde, is 524315. Voor welk cijfer staat a in de plaats ? 
(GreriDANus, Rekenvoorst. 81, bl. 169.) H. VERHAGEN. 

Oplossing. 
Noemt men het cijfer der eenh. e,‚ dat der 10-tallen f, enz. 
enz., dan vindt men voor de som der twee getallen : 
100001 x (et-hd) == 1l-voud, ; Hieruit volgt, dat 
+ 10010 X (H-4d) == 11l-voud, | 54-342 —1—a—5 =1l-voud 
+ 1100 X (Ad) = ll-voud / of 4—ag == 11-voud moet zijn. 


som der 2 getallen = 11-voud, 


115 


Daar men zeker weet, dat a { 10 is, zoo is het eenige 
1l-voud van den vorm a — 4 == 0; men heeft derhalve a — 4. 
H. pe Verrzs. 


1465. Een holle ijzeren cilinder, dik 5 mM., van binnen wijd 
12,5 cM. en hoog 2,5 dM., wordt van buiten met lood 
belegd, ter dikte van 3 mM. Hoe zwaar weegt hij nu, 
als het soortelijk gewicht van ijzer 7,2 en dat van lood 
11,4 is? (De cilinder heeft geen eindvlakken.) 
(Idem.) H. VERHAGEN. 

Oplossing. 

De cilinder is van binnen 12,5 cM. wijd; daar de wanden 
van het ijzer 5 mM. zijn, is de wijdte binnen het lood 13,5 
cM. en de buitenwijdte 14,1 cM.; de hoogte is 25 cM. 

Oppervl. grondvl. ijzer — (6,75)? zr — (6,25)? zr 
45,5625 zr — 39,0625 zr cM? — 6,5 zr cM?2, 
dus inh. ijzer — 25 x 6,5 zr eM — 162,5 zr cMS 
— 162,5 x 3,1416 eM? — 510,51 eM?; 

het ijzer weegt alzoo 

510,51 x 7,2 G. = 3675,672 Gt. — 3,675672 KG. 
Het grondvl. van ’t lood = (7, 5)° z — (6,75)?  —= 
49,7025 zm — 45,5625 m CM? — 4,14 7 cM? 8 
de inh, van ’t lood is dus 25 x 4,14 zr eM* — 103,5 zr CM: — 
103,5 x 3,1416 cM3 — 325,1556 cM3 ; het lood weegt dus 
825,1556 x 11,4 G. — 3706,77384 G. = 3,70677384 KG. 
De cilinder weegt dus 3,675672 KG. 
+ 3,706774 KG. 
== 7,382446 KG. J. GRAVER. 


1466. Bereken in 4 decimalen nauwkeurig 
B(2+rv2). H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
221, dus B(2HV 21. Er is 1 cijfer der een- 
heden + 4 decimalen, dus men vraagt 5 cijfers. Wanneer door 


gewone worteltrekking » cijfers gevonden zijn, geeft de ver- 


korte bewerking er nog 2n —3. Hier is dus 3n—3 — 5; 


Sn =8, n= Je, zoodat men door gewone worteltrekking 3 


ed ee ANNE Ik 
fe J * d 8 PA, N E ww 8 s 
U ee Á r 


116 
cijfers moet bepalen. Zal dit kunnen, dan moet 2 +y/2 dus 


ook 2 in 2X3 of 6 decimalen = 7 cijfers bekend zijn, 
omdat 2 cijfers van den 3e machtswortel decimalen zijn. Bij 


de vierkantsworteltrekking is nu 2n — 2= 7, n=9, n= dj 


zoodat men 5 cijfers door gewone worteltrekking bepalen moet 
De bewerking wordt : 








2 
v2—=1,414213 1,414213 
da B3,414218 = 1,5067 
100 3 3 1 
24 96 BO DN 2414 
400 MTS 2375 
281 281 450 200 6750 39213467 
11900 675 ) 34500 ( 
2824 11296 6750 UIEN 
60400 4726 
28282 56564 2 
2829 \ 3836 / 13 | 
)zeas( De uitkomst is dus 1,5067 ; deze 
1008 is kennelijk te groot, met een fout 
848 < 0,00001, daar op het eerste ge- 
160 zicht blijkt, dat 
12 1 0,000012 1 
675 $ 56 € 65 $ 56 X 70000 | 
H. pe Vrizs. 
Tweede oplossing. 
và=1,414213562373. 
Tesa Al 
100 
24 Xx 4 == 96 L/2 moet berekend worden tot in 
400 2 decimalen. 
Dll 
11900 
2824xX4 —= 11296 
60400 
28282 x 2 = 56564 
883600 


282841 x 1 == 282841 


En 
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10075900 
2828423 X 3 —= 8485269 
159063100 
28284265X5 == 141421325 
1764177500 
282842706xX6 — 1697056236 
6712126400 
2828427122 X 2 — 5656854244 
105527215600 
28284271243 X 3 — 84852813729 
2067440187100 
282842712467X7 = 1979898987269 
8754119983100 
2828427124743 X 3 —= 8485281374229 


22 3,414213562373 


P3,414213562373 = 1,5057 


lere 
2414 
415 x 5 == 2375 
39213562 
6772525 Xx 5 —= 33862625 
5350937373 
4758765193 


a=10,5=5| a=150 |a=1500,5=5|a —= 15050, b—=7 
342 = 300 |3a?) 39213| 3a? = 6750000 | 34? —= 679507500 


3ab = 150 | 3ab= 22500 |3ab —= - 316050 
b2= 25 b2.—= ZRD en 49 
415 6772525 679823599 

5 5 7 

2375 33862625 4158765193 


B(2J-y/2) = 1,5057. 
v. D. War & VeErBorGH. 


1467. Van een rechthoekigen driehoek is gegeven de hy potenusa 
== a (25) en de som van de beide rechthoekszijden en 
de loodlijn —= 5 (47). Men vraagt de zijden en de lood- 
lijn afzonderlijk te berekenen Eoer. 
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Oplossing. 

Stel de rechth. drieh. ABC, B de rechte hoek; dan is 
gegeven: AC Sa, AB BC +H+BD==5. Stel de loodlijn 
BD = #, dan is 

AB + BC =b=r 


en AB? + 2AB. BC J- BO? —=b? — 2 Hz? 
Maar AB? JBC? = AC? = a? 

waardoor ____2AB.BO =b? — be a? — a? 
Bovendien is 4 Inh. A =2AB.BC = 2ar 

hierdoor is Zar = b? — Wz Jo? — aq? 

of ve —2(ad-b)ed-bt—at=0 

en vz=adbtrw (a? +2ab +62 —b2 J- 42) 


en daar # (5, zoo kan het +teeken voor de wortelgrooth niet 
blijven, en verkrijgt men L=adb—l 2a (a Jb) 
en na invoering der gegeven waarden 
v—=25J 47 50x72== 12. 
Stelt men de beide deelen, waarin de loodlijn de hypote= 


1 à 
nusa verdeelt, voor door 5 Ep, dan is 


1 1 
= (Gete) (jee) = 
= a? + 2ab HU? + Za? + 2ab— 2 (ad b)V a (a 45) 
a> — 3a? — 4ab—b? + 2 (a db) 2a (a 4-5) 


Ee 


Dm 
en r=Vl-— a? — 4ab— +24) Va FD) 
hetwelk ook kan geschreven worden : 

e= Vla vk 
hieruit worden de stukken der hypotenusa EN dp gevonden, 


2 
Om nu de nen te br is 


of BC =| + zet) 5 
el [zeta |ie en 
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Stelt men nu de gegeven waarden a == 25, b == 47, dan vindt 
men voor 
AB __ 


en BC hi ee v400 of =1/225 d. í. 20 en 15 


6 2 
Opmerking. 

_ Uit de waarde voor z blijkt dat a + b > 1v’2a (a + b) 
of vv (ad-b) hv 2a, atb 2a; dus b > a. 


Neemt men b —=a dan is # == 0, p= za en de geheele drie- 


hoek verandert in eene rechte lijn. 
Eerr. 
Tweede oplossing. 


A ABC is rechthoekig in B, BD | AC. 

Gegeven : de schuine zijde AC —=a en AB J- BC + BD — b. 

Zij M het middelpunt van den ingeschreven cirkel, E‚ F 
en G de raakpunten van dien cirkel met de zijden AB, BC en AC. 
NUE BES BE == ME ME =MG==r 
en AE J-CF=—= AC =a, dus ABJ BO za + 2r. 

2.Inh. A ABC=BD.AC=BD. a = 2sr = (2a J-2r) r, 


waaruit volgt : BDE Eeke 


AB {BO {BD ar ED), 





dus a* + Zar + 2ar + 2r2 = ab 
en 2r° + 4ar — aba? =0, 
ars arne — 0, waaruit 
2 — 2a? 1 
at (EE) ak zr (2att ob). 


Alleen r = — a +3 v(2a? J- 2a4b) voldoet. 


Stel adv (2a* + 2al)=p, dan is: 


OE), 


NERENEBEE Bop Ltr) 


q 


EENS ARL Dot 
DR met ‚ 
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Dezen vorm stellen we == q. 
AB.BO=AC.BD=a. PEEP _ zp (a+). 


Dezen vorm stellen we — m. 

Stel nu AB=r en BC =y, dan is vd y=genay=m, 
(edy) day = (ay)? =q* — Am en z—y = Ev (g?—Am). 
y= 


mt hes v(q* — 4m) waaruit 
6 $ vi 5 — 4m 
2e, Zg tv (g? — 4m), Li = LE rg En ) 
2 | —v(q: — 4m 
2, =q vlg? — 4m) ed 
pen 2E 
en 2e, =q —v(q? — 4m) n= q a 4m) 


2 v(gq: — 4m 
2y, =q + v(q* — 4m) vs Ln 


zoodat de rechthoekszijden zijn 
gr Vlge bn) (En 
En ON 
2 2 | 
Is nu a—= 25 en b— 47, dan vinden we achtereenvolgens : 
r—=ö, BD =12, AB == 20, BO = 15 of AB == 15, BC == 20. 
v. D. WaL & VerBorGn. 


1468. Construeer een rechthoekigen driehoek, waarvan de 
schuine zijde gegeven is en waarvan de kleinste recht- 
hoekszijde gelijk is aan het grootste der twee stukken, 
waarin de schuine zijde wordt verdeeld door de hoogte- 
lijn uit het hoekpunt van den rechten hoek. 
(Veeartsenijschool 1897.) 


Oplossing. 


Analyse: Laat A ABC de rechth. A zijn met de gegeven 
hypotenusa AB, terwijl CF 1 AB en BC == AF is. Noemen 
we AB =c en BC == AF ==z, dan schrijven we in plaats 
van BO2 AB „FBA oì it (cer of neder — Ce? =0. 


Uit deze vierkantsvergelijking volgt: x = ze G-1Erö) en 
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daar x positief is: # = 5 c(—1l+-r 5) of BC =—= : AB (—1+1r/5) 


dus het grootste stuk der in uiterste en middelste reden ver- 
deelde hypotenusa AB. Dit geeft de 
Constructie: Richt in het uiteinde B van AB de loodlijn 


BD —; AB op; trek AD; maak DE en DB en AF —= AE. 


Richt in F de loodlijn op AB op en beschrijf op AB als mid- 
dellijn een halven cirkel, die de loodlijn in F ergens snijdt 
in C. Verbind C met A en B, dan voldoet A ABC aan de vraag. 


Bewijs: Uit BD 1 AB en BD —$ AB volgt: 
AD = Vl | AB: + (GAB) | =SABv5; 
2 2 
daar nu DE —= DB — JAB is, zoo is 


AE=AD — 3 AB(—1 + 5). 
Uit de constructie blijkt, dat / ACB — 90° is, dus is 


_BO*— AB.BF en BP — AB— AB (14/5) = TAB (315). 


Men vindt dus BC? — ; AB° (3 — 1/5) en 


BO =V | ZAB:(3 —v5) |= „ABr (6 BZB 15), 


zoodat BC = AF is. | 
Discussie. Daar AB altijd in uiterste en middelste reden 
verdeeld kan worden, is de constructie steeds mogelijk en 
voldoet er altijd één A aan de vraag. 
J. Graver; H. pe Vries. 


1469. Een parallelogram te construceren als gegeven zijn: 
de 2 diagonalen en een scherpe hoek 
(HS B. 8.:1897.) 


Oplossing. 
Analyse. Zij ABCD het gevraagde parallellogram waarin 


AC en BD de gegeven diagonalen zijn, en / ABC de gegeven 
scherpe hoek is. Van den A ABC, welke congruont met 
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A CDA is, kent men de basis AC, den tophoek ABC en de 
mediaan BE = BD. Uit de gegevens AC en / ABC volgt 
de omg. cirkel van A ABC welks grootste boog de meetk. 
pl. van B is. Uit de lengte EB =5BD volgt de boog BB 


als tweede meetk. pl. van B. We hebben nu de constructie : 

Trek eene rechte = AC, richt de loodlijn EM in haar 
midden op. Maak /‚ ACF — den gegeven scherpen hoek ; 
trek CML CF tot zij EM ontmoet in M. Beschrijf een cirkel 
uit M door A en ©. Beschrijf een boog BB’ uit E met straal 


En 5 BD, die den cirkelboog AGC in B en B snijdt. Verbind 


B met A en C. Trek AD//BC en CD//BA, dan voldoet ABCD 
aan de vraag. | 
Bewijs: Uit de wijze, waarop cirkel ABC is beschreven 
volgt, dat / ABC de gegeven grootte heeft; AD//BC en 
CD//BA dus is ABCD een parallelogram en A- CDA 2 A ABO. 


Dit geeft EB —= ED = 5 BD. BD en AC hebben hun gegeven 


lengten. 


Opm. 1. Men had ook gebruik kunnen maken van de 
grootste diagonaal BD, daar / DAB = 180°— / ABC en AE 
de mediaan op BD in A ABD is. 

2. Boog BB' zal cirkel ABC snijden, raken of er buiten 
vallen. Naar gelang daarvan voldoen 2 congruente parallel- 
logrammen, òf één parallelogram, òf de constructie is onmo- 
gelijk. Geven we hiervoor de grens aan. 

2 
De constructie geeft À figuren, naargelang BD — 0 (pijl 


van het segment AGC) is. 


Nu is in A EMC :/ EMC == : 


bg AC = / ABC. 


Dol 


EC = 5 AC en MG (verlengde van EM) = MC; 


EM == EC eot EMC = À AC cot ABC 
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MG=EC cosec EMC = 5 AC cot ABC 
dusis: EG = 5 AC (cot ABC + cosec ABC) = 


AC cos? 5 ABC 


lc 14 ecosABC 
BEE OP ABO 0 rn ABO 
ml 
2 q AC.eos? z ABO 


Men vindt dus Reuen $ naargelang 5 ER Tersin KBO d 


4 
1 AC eos? 5 ABC 


Voor 5 BD = ER NRG ant het parallelogram eene 
ruit. 
AGD. B. H. pr Vrins. 


1470. Bewijs, dat de afstanden van het snijpunt der bissec- 
frices der hoeken van een rechthoekigen A tot de 3 hoek- 
punten met de schuine zijde eene evenredigheid vormen ? 


Oplossing. 


In A ABC (rechthoekig in B) is het snijpunt M der bis- 
sectrices tevens het middelpunt van den ingeschreven cirkel 
van A ABC. Trek MD | AC, MEI BC, MF … AB, dan 
is MD — ME — MF — straal EEEN Bichon Trek ce JL op 
het verlengde van AM, dan is: 


TRH A AMO = ; AM. CG 


Oo 
Z AMO = 16gr BACH DOM opp 90 vege 


dus / GMC = 45° en / GOM — 45°, dus MG —= CG. 
Hieruit volgt: MC —=QG1v 2 en CG —= : MC r/2, dus: 








Ib. A AMO =zAM. MC y2= AMMO? BE) 


BAS EMO — 5 AC. MD. 
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MD —=ME. In A BME is / BEM — 90° en / EMB =— 45°, 
dus BM = ME y/’2 en ME =5BM 0/2, dus: 


Inb. A AMO —5 AC. SBM 2 —=j AC. BM? Tt 
Uit (A) en (B) volgt: 
ZAM.MC. 2d AC.BM.v? 


dus AM.MC =AC.BM, waaruit MB : MA — MC : AC. 
J. H. S.; v. pn. War & VerBorean. 


Tweede oplossing. 


Zij van A ABC Z C == 90° en het snijpunt der bissectrices 
AD, BE en CF =O, dan is 
/ BAO +/ ABO =45° =/ ACF =/ FCB 
en dus / AOB +/ ACO(= / OCB) == 180°, zoodat 
AAOB _AO.BO __AO.AB 
A AOC” CO.AC TA0.AC’ 
ZL BAO =/ OAC, dus volgt weer 
AO.BO __AO.AB AO.BO AB „AO.BO 








CO.AT 20:40 * co.Ac A0 * go TRE 
AO _ AB | 
GOET = BO Oe hen nd DEELMAN ; GRAVER. 


Derde oplossing. 


Ond. In A ABC zij /C =90°; / CAI=/ IAB; 
Lo IBA /AIBO tr ZALUD SS ZEG AS 

Gest. CI:BIS==Al: AB. 

Bewijs. Daar / CAB +/ ABC ==90° is, zoo volgt uit 
het onderstelde: / IAB + / IBA = 45° of ook / DIB —= 45° 
als buitenhoek van A ABI. Ook is / ICB —=45°; A ICB en 
A DIB hebben 4 DBI gemeen, dus A CIB A IDB of: 

CI: BI ID: DB een enn (1) 

BI is bissectrix in A ABD dus: AI: AB—=ID:DB.. (2) 

De evenredigheden (tl) en (2) hebben de verhouding ID : IB 
gemeen, dus is: CI:BI == AI: AB, w. t. b. w. 

A. Lenstra; J. Koov; H. pe Vries. 
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Vierde oplossing. 


Zij in den rechth. A ABC AF, BG en CE de bissectrices, 
welke elkaar in O snijden. 
Maak DO —= OB, dan is / ODB — 49 dus LPADOS ISD 


maar Bkoostl alt, odLBis 


dus Z ADO —= 4 AOC en daar / DAO —=/ OAC is, is 
A AOCm A AOD, waaruit AO: AC —= OD: OC, 
maar OD —= OB, dus AO: AC =0B: 00. 

C. Brua; A. G p. B. 


Vijfde oplossing. 


Zij in A ABC 4 A= 90°, I het snijpunt der hispobrioes, 
Als nu ABI =S Cr: BC, dan is ook 
ADDO SS BIC kot 
Vie (s—a) (b2+-c?) =V (s—b) ab(s—c) of 
s s s 
be(s—a)a® __a?be (s—b) (EEAOND 
s fs s? 
s (s—a) = (s—b) (s—c) of 
ge lr are rdt of 
bs cs — as = be 
s (b Jc — a) = be 
(ad-bH-e) (be —a) = 2e 
(be)? — a? = 2be 
b: He? + be —a? —= 2be 
b° +e? — a’ =0, wat waar is. 
J. Hommes; B. Simoens; R. v. W. 





1471. In A ABC zijn de loodlijnen AD en BE op de over- 
staande zijden neergelaten en die voetpunten verbonden 
door de rechte lijn DE. Als de zijden van A ABC 
zijn BC =—=a, AC =b en AB ==c, vraagt men eene 
formule te vinden voor den inhoud van A CDE. 
(Adelborst 1897.) AnG Da: 

Oplossing. 
Als AD | BC en BE |L AC danis / C scherp en ligt A CDE 
binnen A ABC. Zij hebben 4 C gemeen en hunne opper- 
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vlakken verhouden zich als de producten der zijden om dien 
gelijken / C. Dus 
Opp. A CDE: Opp. A CAB = CD.CE: CB. CA 
A ERO EEn 
a 2a 2b ë 
dr Jb? —e? 


dus Opp. A CDE oe ( GED) enaar enaoannden ) Beg (s—a) (s—5) (S—c). 


Is echter AD _L op het verlengde van BC en BE 1 op het ver- 
lengde van AQ, dan is / C stomp en ligt A CDE buiten A ABC. 
Zij hebben dan ook 4 C gelijk, zoodat hunne oppervlakken 
zich ook verhouden als de producten der zijden om dien ge- 
lijken / C. Men vindt dus: 


en b? 2 
Opp. A CDE = Ee Vs (s—a) (s—b) (s—c). 
J. Kooy. 


1472. In een cirkel is een regelmatige twaalf hoek beschre- 
ven. De lijn, die de middens van twee overstaande 
evenwijdige zijden van den twaalfhoek verbindt, heeft 
een lengte van 27 (2-13) M. Bereken het opper- 
vlak van den regelmatigen zeshoek, die om dezen 

. eirkel kan beschreven worden. 
(Toel.ex. Univ. 1897.) A. G. pn. B. 


Oplossing. 

De liĳn, die de middens van 2 overstaande evenwijdige 
zijden verbindt, is gelijk aan 2 maal den straal van den in- 
geschreven cirkel. Die straal is dus = yv (2--v 3). Is nu 
R de straal van den omgeschreven cirkel en a,, de zijde van 
den 12-hoek, dan is R? — Le = 23. 


Nais sd sek NON 
U, =Vi2Rt Rr (tR?—R)j=Rv (2-13). 
Zij A, de zijde van den omgeschreven 6-hoek, dan heeft 


2 
men A; =2a, R: 1 (4R2—a,°) == 3 R 3. 
Van dien omgeschreven zeshoek is het apothema : 


=R, dus de inhoud = ‚RX 6 XR =2R’v3. 
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We vonden boven: 


1 2(9 
R2 ga? = 21 3ofR? eN Ss 
12 
waaruit R° (2 4-3) =4(2 13) en R=2. 
Dus Inh. omg. zeshoek —= 81/3 M?. 
J. B. Barker, 


1473. Een koordenvierhoek te construeeren, als men een hoek 
kent, een aanliggende zijde en de twee hoeklijnen. 
(VersLuys, Meth. bl. 48, 2.) 


Oplossing. 


Zij ABCD de koordenvierhoek, waarvan gegeven zijn: de 
diagonalen AC en BD, / BAD en de zijde AD. 

Stel dat BD tegenover / A ligt, dan is A BAD te con- 
strueeren. Zet nl. AD uit, construeerin A de gegeven / BAD, 
beschrijf uit D met BD als straal een cirkelboog, die het been 
AB van / BAD in één punt ontmoet of in 2 punten snijdt. 
Vereenig dat punt (die punten) met D en A BAD is gecon- 
strueerd (Een 2e A B,AD, die ontstaan kan, laten we verder 
buiten beschouwing). 

Daar Z BCD het supplement van / BAD moet zijn, wordt 
nu op BD als koorde een segment beschreven, dat / BOD 
bevat. Dat segment mag niet aan die zijde van BD liggen 
waar Z BAD ligt. Beschrijf nu verder uit A met de andere 
diagonaal AC als straal een cirkelboog, die den omtrek van 
het beschreven segment in een punt C raakt of in 2 punten 
snijdt. Vereenig C (of elk der 2 punten) met B en Den ABCD 
is de gevraagde koordenvierhoek. 

Uit de constructie blijkt dat er meer dan een vierhoek kan 
ontstaan. 

Maar ook de andere diagonaal kan tegenover / BAD liggen. 
We krijgen dan een zelfde constructie als boven. 

Er ontstaat dan echter een geheel andere vierhoek. 

v. D. War & VerBoraH. 


1474. De som van de quadraten der zijden eens drichoeks is 
gelijk aan het dubbel van de som der producten, die 
men verkrijgt, als men elke hoogtelijn vermenigvuldigt 
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te , EN TR Thi Panl 
AEN 
8 es & x Ak 
8 a reen ei 
' ve Ei ’ 
rt 
û 


met het stuk, dat tusschen het hoekpunt en het hoogte- 
punt gelegen is. 
(Kxarper, VL. Meetk. No. 734 ) Ee 
Oplossing. 
Als AD= A, BE=A, CF = 
h, de hoogtelijnen zijn in A ABC, 
BC =a,: AC SD ADE 
AH =d, BH =d, en CH =d, 





en is, dan moet bewezen worden, dat 
a? Hb Jet =2 (hd, + hd, + hd). 

Nu is A ABD w A AHF, dus 

AB: AH ==AD: AF 


2 Ln A 

eid, ee ht dn 
dus bede? —a= hd, 
evenzoo a2 Je? —b= 2d) 
en É a? Jb? —c? =d, 


arb Jet =d, + hd, + hd). 
v. D. WarL & VERBORGH. 
Tweede oplossing. 


Ond. De hoogte- 
lijnen AD, BE 
en CF snijden 
elkaar in G. 
Gest. AB? + 
BC? J AC? = 
2(AD. AG + 
BE.BG + 
CF. CG). 
Bewijs. Om de 
vierhoeken 
AFGE, BFGD 
en CDGE kun- 
nen cirkels be- 
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schreven worden. Daarom is 
AB. AF = AD.AG 
AB.BF =BE .BG 
AB (AF 4 BF) = AD. AG + BE. BG 
AB? =AD.AG + BE. BG. 
Evenzoo is: BC? — BE. BG + CF. CG 
AC? =CF.CG HAD. AG 
opt. 
AB? + BC? + AC? = 2(AD. AG 4 BE. BG CF. 06). 
J. B. Barker; H. pr Vrins; A. G. Dn. B. ‚B. v. W, 


1475. Los de onbekenden op in het volgende stel vergelijkingen : 
Sed-ly 3, 3r—vy 
Brv TDT Bey 
Sv dy=3h Or (3 Hy + 6). 
(Marrus, Mat. Aug. No. 871.) EceR. 
Oplossing. 
Daar in de eerste verg. de eerste breuk het omgekeerde is 
der tweede, stellen wij de eerste breuk —= a, dan is de andere 


1 . 
= waardoor de vergel. veranderd wordt in 





Onl 
Mene 0 
of ata =0 
6 9 3 45 1 
dus e= Vg tij Ser of — 5 
Hierdoor verkrijgen wij: 

BEN 5 knal EN 

3e — vry Sr—rvy 2 
3e dy =6r— 2 y Oz H-2 y= — Br + vy 

ry = dr dw =—vy 


y=. 
De tweede vergel.: 3x J- y = 34 — 6 v(3r Jy 4-6) 
kan geschreven worden 
Sady 6) Hor (Br Hy J- 6) — 40 =0 
waardoor (3e Jy J 6) == — 3 4 (9 +40) —=4 of — 10 
en 3xr Hy J-6 == 16 of 100 
De Vriend der Wiskunde. XIII. 9 


+ 
a 


> A r 
on EEEN 
é vn zn} jn 5% 


b e WE Nt 
130 CA 
Stel _ cl EVY 
waardoor y + 3u y — 10 =0 „ray =O 
3 9 
ED 7 sE 
Vi ZV (7410) vy SEA Gro) 
3 + 
=d vj 53+ 1385) 
dus he xv =—b 
Î =p 3 41385 
y=4 y= 79 gs +138 


r EE (-3— 1385) 
1 Hed 
y= B (B —1-385) | — 3 (197 — 31385) 


ek 0 | 
y= en IE ej 385) | = 5 (197 + 317385). 


Handelen wij op dezelfde wijze met de voorwaarde 9x = —1l’y, 
dan verkrijgen wij nog vier waarden voor z en y, namelijk: 
1 10 


1 
ls ETH v, = zg Cr 13385) 


Lef HLO DE 
y„=(-3)=9 1 = (45) = lg 


2 1 
KE 1: (en 3885) | — (1693 — 13385) 


e= z (4 — 18885) 
1 
vs = |; (L4 13385) | = = jg (1693 + 1 3385) 
Ts; == 8,3107034352 zv, = — 11,3107084352 
y — 69,0678746945 y‚ — 127,9321253055 
2, = 1,0589928302 v; = — 1,0959398672 
y, = 90,8232915094 Ys = _ 97,2878196017. 


Van deze 8 paren wortels voldoen alleen de eerste 2 paren 
aan de gegeven vergelijkingen. 
(Zie ook De Vriend, VII, bl. 27 no. 713.) Earr. 


1476. Een wielriĳder A rijdt van P naar Q met eene snel- 
heid van 15 K.M. per uur. Na het twee derde gedeelte van 
den weg te hebben afgelegd, moet hij wegens een defect 
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aan zijn rijwiel te voet zijn weg vervolgen (snelheid te 

voet 0,1 K.M. per minuut). Een tweede wielrijder B, 

die zich insgelijks van P naar Q begeeft, rijdt A 

voorbij, nadat deze 20 minuten geloopen heeft, en 

komt 40 minuten daarna A van uit Q weer tegemoet. 

Als nu gegeven is, dat B 34 minuten later dan A 

uit P is vertrokken en zich slechts 4 minuten in Q 

heeft opgehouden, vraagt men te berekenen : 

1°. den afstand van P tot Q,‚ en 

2°% de snelheid van den wielrijder B, in de onder- 
stelling dat deze standvastig is. 

(K M. A. 1897) 


Oplossing. 


We stellen de lengte van den weg PQ = z KM. en 


PS 3 «KM., dan heeft A per fiets afgelegd : e KM. Stel 


dat B 20 min. later A in het punt O inhaalt, dan heeft A 
den afstand SO in 20 min. doorloopen en daar A 0,1 KM. 
per min. te voet aflegt, is AO — 20 x 0,1 KM, = 2KM,, 


derhalve PO — PS + SO je +2 KM, 
A doet 15 KM. per uur op zijn rijwiel, zoodat A den af- 


stand PS in : Ws VOE 5 # uur afgelegd heeft. Over SO heeft 
A te voet 20 min of : uur gedaan, zoodat A den afstand PO 


2 | 
IN z52 J z uur gedaan heeft, 











Rr 1 34 En 
B heeft den afstand PO afgelegd in 15? U gtr = 
2 7 
452 30 UD zoodat B per uur aflegt 
2 
zeJ2 
ee dn L 
2 Á 4x — 21 
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Stel dat B bij zijn terugkeer uit Q A in het punt T ont- 
moet, dan heeft A den afstand OT in 40 min. afgelegd, dus 
OT =40 XxX 0,1 KM. =4 KM. 


B heeft over OQ + QT 40 min. — 4 min. == 36 min. ofz uur 
besteed. 
2 
0Q+QT= (5 22) + an r—6) KM. = 528 KM, 


5 10 40 
zoodat B per uur aflegt 5 (5e — 8) KM. es —z KM. 


We hebben dus Ga ONS LOE en verder 
Ax — 21 9 
Gran Ane 
4e 2 9 
Ao? — 69x + 252 == 54e + 162 
Av* —123r + 90 == 0 
1 zn +0, waaruit #, —=30 en z, —= n 
De 2e waarde van wv kan niet in aanmerking komen, om- 


‚ waaruit achtereenvolgens wordt afgeleid 


dat SO reeds meer dan 7 KM is. 


De weg van P tot Q is dus 30 KM. lang. 
De snelh. van den wielrijder B is per uur 


LE LOE KN 





Van DER War & VERBORGH. 
Tweede oplossing. 


Stellen we de lengte van den weg op rs KM en nemen we 
aan, dat B per uur y KM aflegt. 
Op het oogenblik, dat A door B voorbij gereden wordt, 


heeft de eerste 5 oJ 20 X01 = (5e Er 2) KM. afgelegd. Hij 
is dan : “:15 +3 = En (Ee vz 5) uur onderweg geweest. — B 


| ds 
vertrok 34 min. later en heeft dus ( BLT 55) uurgereden, 
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‚ GE 111 
in welken tijd hij Ty 504) EM aflegt. Daar nu door 
beiden eenzelfde weg is afgelegd, heeft men: 
2 2 7 
3 x—J 2 Si zo’ of 60r + 180 = Ary — 21. (1) 
Op het oogenblik, dat ze elkaar ontmoeten, heeft A 
2 2 
(5e JL 6) KM gedaan en ( «+1 ) uur gereden on gewan- 
deld. — Daar B ook nog 4 min. rust nam, heeft hij 38 min. 


11 
minder, dus( 5 vJ zo) uur gereden. In dien tijd legde hij 


\ 
(ae 4) KM af. 
Ze hebben dan samen juist 2 maal den geheelen afstand 
tusschen P en Q afgelegd. Derhalve is: 
1 
Bett getij % 
of day +33 540 ==120r. on. (2) 
Uit (1) volgt : 4zy — 21y — 180 —= 60z 
By +720 —= 60z 
waaruit y=(10r —120): 9. 
Na substitutie van y in (1) en herleiding, vindt men: 
4a* — 123x + 90 —=0, 


of (2e — 60) tel )=0, 





3 
waaraan voldaan wordt door # —= 30 en x= i 


De laatste waarde is niet te gebruiken. Voor y vindt men 
dan 20. De weg is dus 30 KM lang, terwijl B per uur 20 
KM. aflegt. KEN NV 


1477. Bereken met behulp van logarithmen : 
B(a? — hb?) Pe? a — 5,2689, b = 6,325, 
dar c—=0,023982, d = 0,15802. 
Oplossing. 

Uit de gegeven wearden blijkt terstond, dat de teller een 
negatief en de noemer een positief getal voorstelt. Voorts be- 
schouwen we den teller als het product van 

B{a*—b2) en Pc, 
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zoodat we hier met een uitzondering op den algemeenen regel 
voor de volgorde der bewerkingen te doen hebben. 
Bath __B(a+b)(a —be 
dy a: dx zn 


1 
log (—z) = Ei log(a+b)Hlog(b—a)Hloge | —(log d + zloga) 
log (a +- b) = 1,0642295 


log (b — a)== 0,0237050 log d—=0,1987121 —1 
loge — 0,3798854 — 2 jloge= 0,5412900 
24678199 — 3 0,7400021 — 1 


heet en SEE 
log(— Onee —1 
log noemer == 0,7400021 — 1 
log (—x) == 0,0826045 
— x= 1,209496 
t == — 1,209496. Rvs 


1477*, Bereken met behulp van logarithmen : 
_ (arb). 0? a—=5,2689, b==6,325, 
das __ “ e =0,023982, d—=0,15802. 
(Cadet 1897.) 
In de opgave 1477 (bl. 35) staat Pc? in plaats van w/c? 
Daarom volgt hier de ex.opg. nogmaals. 








Platt). Biet ts PLEO of 
da? dpa? . 
B(bta) (ba). De? B (11,5939. 1,0561). B 0,0239822 
Er da? Ee 0,'580215,2689? 


log (— 2) = 5 (log 11,5939 + log 1,0561) + 2 log 0,023982 


— (log 0,15802 + î log 5,2689) 
log 11,5939 = 1,0642295 


log 1,0561 —= 0,0237050 log: 0,023982 — 0,3798854—2 
en 5 log „== 03519541 
0,3626448 log 5,2689 — 0,7217200 
0,3519541—1 


3 \ 





0,7400021—1 log 0,15802 == 0,1987121—1 
log (— x) — 0,9745968—1 0,740002 1-1 
— x= 0,943185. 


1478. Van een rekenkundige reeks van # termen is de eerste 
term a— 264, de laatste term / == 282. De som der 
reeks is gelijk aan 

S=r da? Ja? Hat drs — 272, 
Welke is die reeks? (Toel.ex. Univ. 1897.) A.G.p.B. 


Oplossing. 
Men heeft 

eL Ee ee 073 
dus mdr? dr? Hart 27 — 272 = 2732 
of ned Het Js — 272 = 272 

e2 (LH) Hat (1 Hz) — 272 (1H-2)=0 
of (wd 1) (zt Hz? — 272) BRE 
waaruit zJ-1=0 of zi dz? —272 =0 
1 
r=—l en z? =— red l6en 17 

en v—=tt4en + —17 


Omdat het aantal termen eener rekenkundige reeks alleen 
elk positief geheel getal kan zijn, voldoet van de 5 gevonden 
waarden voor z alleen wv == J- 4. 

Nuis l—=a + (n — 1) vof 282 — 264 + 3 v waaruit v == 6. 


„De reeks is dus: 264, 270, 276, 222, 
J.B. Bakker; H. pe Vries; v.D. War & VerBoren. 


1479. Bereken de waarde van #, die voldoet aan de vergelijking : 
„gr 19°,041209 


(Veeartsenijschool 1897.) 
Oplossing. 
pige 100041 209 
log x. log z = (log #)? = 0,041209 log 10 = 0,041209 
log # = 4 1/0,041209 = — 0,203 
log z, = + 0,203 en log #, = — 0,203 = 0,797 — 1 
*, == 1,595879 en rv, = 0,6266138. 
R.v. W.; A. G.p.B.; v.p. War & VerBoren. 
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1480. Bepaal # en y uit de volgende vergelijkingen : 


aj yt =d en z? Hay dy? iet ay +4*) 
(H. B. S. 1897.) 


Omdat dit vrgst. hetzelfde is als no. 1457 op bl. 89 is het 

vangen door het volgende : 
Bereken de onbekenden uit: 
zy —2)=25, pPH (2e)? = 13, 22 Hay) =87. 
(Eerr & Nieuwnurs, Pract. Alg. II, 2e druk, 1897, 
bl. 38, 18). 

Na de plaatsing bleek, dat het ook reeds was opgenomen en 
wel in „De Vriend’ V, 1890, bl. 23, no. 472, en toen ont- 
leend was aan P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, 1887 bl. 102, no. 168. 

We plaatsen er nu de onderstaande oplossing van, omdat ze 
regelmatig is, hoewel ze overigens niet veel verschilt van die 
in „De Vriend,’ V, no. 472. — Uit de ingekomen oplossingen 
is weer gebleken, hoe bij de oplossing van vergelijkingen 
soms gescharreld wordt, hoe dikwijls methode ontbreekt, en 
daardoor te weinig antwoorden worden gevonden. Ook ver- 
zuimt men vaak aan te geven welke antwoorden bij elkaar 
behooren , als er eenige stellen antwoorden zijn. 


Oplossing. 
tga) het ye 
get met Hyt jet oe 18 
 afgetr. 
2az — 2ye == 12 of: 
6 


22 ye=b of 2(e —y) == 6 dm en 


À a 8 6 \?2 36 
lepe) tr ns 37. 
Dus: 24 — 372? 4 36 =0. 


Hiernitsvolo te ast)’ 36 —= 36 of 1 
ieruit volgt: 2? — 18; + 2) —36=836 of 1. 


Dus z= +6, —6, +1, —l. 
ede y= Hye? — ay —=37 
ve dly zr Ly? dz? ye == 25 
DE  àfgetr. 
2ye — 22y =12 of: 
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| ye—ayj=b of yl2 0) =6 0.0. (1) 
Ook is: EN de Ov etn rake ets (2) 


8. 21. Dan is (!): y(l —o)=y— yr =b. 
En (2): rv —y=6, dus x=64g. 
Dus ook y—y(64+y=y—6y—y? =6 
of ° +5y 6 =0, waaruit y= —2 of y= — 8. 
y= rb ==. 
KL y=—3; £=6—38=8. 
b. z=—l. Dan is (1): y(—-1—e)= ye — ye =6. 
En (2): —(& —y)=—=6, dus # =ay — 6. 
Dus ook —y —y(y—6)= —y—gy? +6y=6 
of p2— by} 60, waaruit yY=2 of y= 8. 
L. /=2; 2=2—6= 4 
Be Se dn dn bii 3, 
C. 2= 6. Dan is (1): y (6 —z) =6y — ye = 6. 
En (2): 6(&—y)=—=6, dus 2_—y=l, dus z—=1l dy 
Dus ook 64 — y (1 Hy) ==6y —y —y* =6 
of p? — 5y 46 -=0, waaruit yY—=2 of y= 3. 
Wet et be id. 
Wyss emldy 4. 


d. 2 —6. Dan is (1): y(—6 — 2) = —6y —yr—=6: 
En (2): — 6 (a—y)=6, duesz —y == —1, dus == —1+4g. 
Dus ook — 6y —y(—l4y=—6y yy —=6 
of y? + 5y+6==0, waaruit y= —2 of yY—= —3. 

LL y=? e= Idy=—3. 

Wyss wm ld, 


De volgende waarden voor #, y en z voldoen dus aan de 
vergelijkingen : 
ler HA, y=, e= 1. 
dr 4, y= —1. 
5. LH, y= 2,2 = +6. 
Ĳ 


=S _Iy= e= 6. 


„a=tdyz= dez +1. 
„== y=d3e=l. 
e= Hye 32= Hb. 
‚ez yz=—32=—6. 
A. LENSTRA. 


OO FD a NO 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
384. Op het midden eener wijzerplaat zijn 3 wijzers, een 
uur-, een minuut- en een secondewijzer. Hoe groot is de 
hoek, welken de uurwijzer met de 2 andere wijzers 


maakt, als de minuutwijzer en de secondewijzer elkaar _ 


voor de eerste maal na 6 uur bedekken ? 
(VersLuys, Mtk. Vrgst. I, bl. 10, 26) G. 


Oplossing. 


Om 6 uur staan minuut- en secondewijzer juist boven elkaar. 
De laatste legt 60 minuutstrepen af in den tijd, dat de cerste 
1 minuutstreep aflegt. De secondewijzer wint dus in 1 minuut 
59 minuutstr. op den minuutwijzer. Zal voor de le maal na 
zessen de secondewijzer den minuutwijzer bedekken, dan moet 
de eerste 60 minuutstr. op den minuutwijzer winnen. Dit 


doet de secondewijzer in 60:59 — 1 minuut. E minuut 


over 6 uur bedekken secondewijzer en minnutwijzer elkaar 


voor de le maal (na zessen). De uurwijzer loopt 12 maal 


zoo langzaam als de minuutwijzer en heeft dus, als het 
bedoelde bedekken al de andere 2 wijzers plaats heeft, 





aXlan minuutstr, = EO minuutstr. afgelegd. 
De 2 elkaar bedekkende wijzers staan en minuutstreep over de 
XII en de uurwijzer staat 25 minuutstreep over de VI, zoodat 
REEN à ere Boe tt EN 
e 4 wijzers en de uurwijzer EED Tag zg mi 


nuutstr. van elkaar afstaan. 1 DS, = 6 graden, dus 
2 
de gevraagde hoek is: ee KO dn 174 EN n 


v.D. War & Vaisnen 
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TOPRN ede 


Van een vergelijkend examen. 


(Mondeling gedeelte). 


Van eene vermenigvuldiging zijn de gedeeltelijke produeten 
683445, 585810 en 488175. Er komt in den vermenigvuldiger 
geen nul voor. Welke vermenigvuldiging is hier bedoeld? In 
welke gevallen kan men meer dan één stel factoren vinden 
en hoe is dat te bepalen ? 


Een soortgelijk vraagstuk als het bovenstaande werd onlangs 
op een vergelijkend examen den candidaten voorgelegd. We 
willen het hier nader bespreken. 

Het is duidelijk, dat alle gegeven gedeeltelijke Beelen 
deelbaar zijn door het vermenigvuldigtal, omdat zij hieruit, 
door vermenigvuldiging met een getal van één cijfer zijn Ae 
staan. Dus het vermenigvuldigtal is een gemeene deeler dier 
gedeeltelijke producten? Ook de grootste gemeene deeler ? 
Dat kan het zijn, maar is geen vereischte. In welk geval 
het wel de G.G.D. zal zijn, bespreken we later. 

Laten we thans de cijfers van den vermenigvuldiger zoeken. 
In de opgave dient, zooals hier ook gedaan is, noodzakelijk 
gegeven te zijn, of en hoeveel nullen in den del 
voorkomen en welken rang zij innemen. Onderstellen we, dat 
er geen in zijn, daar dit tot de redeneering niets af doet. 
Men zoekt dan door deeling of door ontbinding in factoren 
den G.G.D. van de gedeeltelijke producten. Deze is 97635: 
Dit kan dus het vermenigvuldigtal zijn. Deelt men dit op de 
gedeeltelijke produeten, dan vindt men voor cijfers van den 
vermenigvuldiger 7, 6, 5. Dus de vermenigvuldiger was 567 
en het product 567 X 97635. Later zullen we zien , dat geen 
tweede stel factoren mogelijk is. 

Zijn nu echter 16872, 8436 en 25308 als gedeelteijke pro- 
ducten gegeven, dan oek wel weer op dezelfde wijze gehan- 
deld worden, maar we zullen iets bijzonders opmerken. 

Men Bokt eerst den G.G.D. der gedeeltelijke producten en 
vindt daarvoor 8436. Dan deelt men dien op de gedeeltelijke 
producten. Men vindt dan cijfers, die onderling ondeelbaar 
zijn; ze zijn 2, 1, 3, dus de vermenigvuldiger is in dat ge- 
val 312. Bovendien is dan de vermenigvuldiger zoo klein 
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mogelijk , omdat het vermenigvuldigtal (de G.G.D.) zoo groot 
mogelijk is. De vraag is nu: Is er nog cen ander stel fac- 


toren mogelijk, dat dezelfde gedeeltelijke producten geeft, en 


in welk geval? Dit kan, als men den vermenigvuldiger 2 
maal zoo groot kan maken, zonder dat één der cijfers bij die 
verdubbeling een product geeft >9 en als het vermenigvul- 
digtal (de G.G.D.) 2 x zoo klein genomen kan worden, dus 
als dat even is. Dit berust op de eigenschap : Een product 
zal niet van waarde veranderen, als men den eenen factor 
met een getal vermenigvuldigt en den anderen factor door 
datzelfde getal deelt. Maar de gedeeltelijke produeten mogen 
ook niet veranderen; daarom zeiden we: zonder dat één der 
cijfers bij die verdubbeling een product geeft > 9. Zoo zal 
23 X 6354 dezelfde gedeeltelijke producten geven als 46 X 3177. 
En 34 XxX 578 dezelfde als 68 X 289. Maar niet 27 X 354 de- 
zelfde als 54 x 177, want 7 X 354 geeft eene andere uitkomst 
dan 4X177 en 2Xx8354 is weer anders dan 5 X 177. 

Drie stel factoren zal men tot antwoord kunnen krijgen , 
als de G.GD. (d.i, het vermenigvuldigtal) deelbaar is door 
2 en 3 en als de cijfers van den eerst gevonden vermenig- 
vuldiger 2 maal en 3 maal genomen kunnen worden, ook al 
weer zonder dat één der cijfers bij vermenigvuldiging met 2 
of 3 eene uitkomst geeft > 9. 


Voorbeeld. 8436 4218 2812 
512 624 _ 936 
16872 16872 16872 
_ 8436 8436 8436 
25308 25308 25308 


En vier stel factoren zijn mogelijk, als de gevonden G.G.D. 
deelbaar is door 3 en 4 en als de cijfers van den eersten 
vermenigvuldiger kleiner dan 8 zijn, want 4X3 = 12 geeft 
twee cijfers en het mag er maar één zijn. 


Voorbeeld. 864 432 288 216 
12 24 36 «48 
1728 1728 1728 1728 

864 864 864 864 








Zijn de gegeven gedeeltelijke producten aan elkander gelijk, 
dan bestaat de vermenigvuldiger enkel uit éénen, tweeën, 


141 


drieën, enz. of negens. Het zullen alleen éénen zijn, als men 
de gelijk gegeven gedeeltelijke producten als vermenigvuldigtal 
neemt. Het kunnen niet anders dan éénen zijn, als dat ge- 
deeltelijk product een ondeelbaar getalis. Zijn de gedeeltelijke 
producten b.v.: 47, 47, 47 dan is de vermenigvuldiger 111, 
Of de vermenigvuldiger ook enkel uit tweeën , drieën, enz. of 
negens kan bestaan, hangt alleen hiervan af, of de gelijk ° 
gegeven gedeeltelijke producten door 2,3, 4, 5, 6, 7, 8 en 
(of) 9 deelbaar zijn. Voorbeeld. Gedeeltelijke producten : 2520, 
2520, 2520, 2520, Dan kan men daaruit de volgende pro- 
ducten samenstellen , die dezelfde gedeeltelijke producten geven : 
1111 Xx 2520; 2222 x 1260; 3333 Xx 840; 4444 x 630; 5555 
X 504; 6666 Xx 420; 7777 Xx 360; 8888 x 315 en 9998 x 280. 

Resumeerende bemerkt men, dat aan den gevonden G.G.D. 
reeds dadelijk te zien valt, of er maar één vermenigvuldiger 
mogelijk is, want dit is het geval, als hij niet deelbaar is 
door 2 of 3. En ook is dit onmiddellijk te merken aan de 
cijfers van den vermenigvuldiger , dien men na deeling van de 
gedeeltelijke producten door den G.G.D. gevonden heeft. Is 
n.l. de G.G.D. even en komt er onder de cijfers van den ver- 
menigvuldiger één voor > 4, dan kan dat cijfer niet ver- 
dubbeld worden zonder een getal van twee cijfers te geven. 
En is de GGD. deelbaar door 3, terwijl één der cijfers van 
den vermenigvuldiger grooter dan 3 is, dan kan dit cijfer 
niet 8 maal zoo groot genomen worden, of men krijgt ook 
een getal van twee cijfers. 


Schiedam J. vAN SCHIE. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°n Augustus 1898 franco 


1501. 


1502. 


1503. 


1504, 


1505. 


1506. 


bij den Redacteur A.J. van Breen te Arnhem 
worden ingewacht. 


lemand gaat van P over Q en R naar S. Vermindert 


hij zijne snelheid te Q tot op el dan komt hij 4, doet 


hij dit te R‚ kan komt hij 2 uur later te S aan, dan 


anders het geval zou zijn. Hoe lang is de weg van 
P naar S, als de afstand P—Q 2,5 en P—R 15 KM. 
bedraagt ? H. VERHAGEN. 

(J. VersLuys, Rek. Vr. voor meergev., bl. 106, no. 3.) 
Een heer heeft zijn vermogen van f 30000 op intrest 


ezet à ze 9 's jaars en gebruikt daarvan jaarlijks 
8 i'eo J 8 J IJ 


f 4680. Na hoeveel jaren zal zijn vermogen verteerd zijn ? 
(NB. We nemen aan, dat hij aan 'teind des jaars de 
f 4680 van zijn kap. afnoemt.) 

(Idem ‚bl. 98, no. 25.) H. VERHAGEN. 
In eene opklimmende meetk. reeks van 6 termen is 
het verschil der uiterste termen grooter dan vijfmaal 
het verschil der middelste termen. Bewijs dit. 

(Idem, bl. 84, no. 41) H. VERHAGEN. 
Een holle kubus kan juist 25 liter bevatten. Benader 


het oppervlak van den bodem tot op ze? nauwkeurig. 


(Hoofdacte Arnhem ’84.) H, VERHAGEN. 
Bewijs, dat de G.G.D. van 999999 en een willekeurig 
getal van 6 cijfers niet verandert, als men in dit 
laatste de cijfers der eenheden en der tientallen in 
dezelfde volgorde vooraan plaatst, b.v. 275132, 822751. 
Onderzoek , of de eigenschap ook waar is, als men de 
laatste 3, 4 of 5 cijfers vooraan plaatst. 

(WisseLInk, 4e Verz., $ 838, 5.) H. VERHAGEN. 
Van twee kapitalen, samen f 8750, geeft het grootste 
à 4°, jaarlijks 8 maal zooveel guldens rente als het 





el SR EEEN 
5 Ee Eet, Rn - wit 


1507. 


1508. 


1509. 


1510. 


1511. 


1512. 


1513. 
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verschil der kapitalen à 5°/, jaarlijks rijksdaalders 
oplevert. Hoe groot zijn die kapitalen ? 
(WisserinkK, 4e Verz., S 31, 4) H. VERHAGEN. 
Van een afgeknot prisma is het grondvlak een vier- 
kant, zijde 4 dM., en het bovenvlak eene ruit, zijde 
5 dM. Bepaal oppervlakte en inhoud van het lichaam, 
als de langste opstaande ribbe 10 dM, is. 
(Verg. ex. H. d. 9.) 
De som van de quadraten der zijden eens driehoeks is 
gelijk aan twaalfmaal het quadraat van den straal des 
omgeschreven cirkels, verminderd met de som van de 
quadraten der rechten, die de hoekpunten van den 
driehoek met het hoogtepunt verbinden A.G. p. B. 
Uit een punt zijn twee raaklijnen tot een cirkel getrok- , 
ken, waarvan de straal —= r gegeven is. Indien de 
hoek van de raaklijnen 108° bedraagt, wordt gevraagd 
de oppervlakte te berekenen van de figuur, die be- 
grensd wordt door de beide raaklijnen en den grootsten 
boog , die tusschen de raakpunten ligt. 
(K. M. A. 1892.) kelen, 
Uit een punt A van den omtrek van cirkel M wordt 
eene middellijn AMN getrokken en eene lijn PQ _L AN 
of _L op haar verlengde. Uit A trekt men naar 2 
punten B en C op PQ de rechten AB en AC, die den 
eirkel respectievelijk in D en E snijden. Bewijs nu, 
dat DE anti-parallel is met BO. J. L. Berron. 
In A ABC zijn AD, BE en CF de zwaartelijnen, Z 
het zwaartepunt en r, 7, 1,, 1, , r, de stralen der 
cirkels respectievelijk beschreven in de A A ABC, DEF, 
ABZ, ACZ, BCZ, bewijs, dat 
1 Í 1 l 1 
Bett 
Als in AABC /A=2./ B is, heeft men 
a*=b(b Hec) en omgekeerd. 
Bewijs beide eigenschappen. 
Construeer een A, waarvan de tophoek , de bisectrix 
van den tophoek en de straal van den ingeschreven 
cirkel gegeven zijn, 


1514. 
1515. 


1516. 


1517, 


1518. 


1519. 


1520. 


399. 
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Zie bl. 58. Marine. Meetk. no. 2 
Een zeker getal, kleiner dan 140, wordt in 2 ver- 
schillende talsstelsels voorgesteld door 89 en 55. Welk 
getal en welke talstelsels worden bedoeld ? 
(Bos, Alg. III, bl, 69, no. 76). 
Bepaal 2 termen in de reeksen : 
1, 8, 15, 22,... enz. en 3, 14, 25, 36,... enz. 
die gelijk zijn. (Bos, Alg. III, bl. 70, 78). 
Een wijnkooper mengt eenige liters wijn à f 0,90 den 
L. met 70 L. van eene betere soort en verkoopt het 
mengsel met 5 °/, winst voor f 156,45. Had hij 11 L. 
meer genomen van de minste soort en 5 L, minder 
van de beste soort, dan zou het mengsel hem per L. 
evenveel gekost hebben. Hoeveel L. heeft hij genomen 
van de 1ste soort en wat was de prijs van 1 L, van 
de beste soort? (Toel, Ex. Univ., 1897). 
Vereenvoudig 
vs + 23) — (5 — 23) 

VAB EREN vie) 
(Toel.ex. Univ, 1897.) 
Bepaal de waarde van x uit: 


3x + (3x? — or J- 2) == EEE 
(Toel.ex. Univ. 1897.) 
Vereenvoudig 
( v) (a in o:) 
stel in de uitkomst a = '6, bi. 


(Toel ex. Univ 1897) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
Twee gelijke cirkels M en N snijden elkaar in A en B. 
Om A als middelpunt is een cirkel beschreven, die M 
in D en Een N in C en F' snijdt. Bewijs, dal B 
C en D, alsmede B, E en F in eene rechte lijn enen 
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Een Examenvraagstuk. 


Men vraagt, als m een gegeven geheel getal is, geheele 
getallen a en b te vinden, die voldoen aan de vergelijking 


1 Tb 

TnT 
Hoeveel oplossingen zijn mogelijk ? 
(Ex. K. IL) 

Oplossing. 


Het is duidelijk, dat men hebben moet a > m en b > m. 
Stellen we nu a —= m +- #, waarin wv een geheel getal aan- 


S | 1 1 1 
duidt, dan moet EE d- 5 
ï 1 1 


v " 
De 5 mT me mime 
Hieruit blijkt, dat x een deeler moet zijn van m? J- mx, 
en daar mx een veelvoud is van #, zoo is het noodig, dat 
ook m? door « deelbaar zij. Dit is tevens voldoende, omdat 
(m2 + me): dan een geheel getal oplevert. 
Wordt aan deze voorwaarde voldaan, dan kan men schrijven: 
1 1 1 
Kn al har 
Maar als # een deeler is van m?, dan is dit ook waar van 





2 
=, terwijl het product dier getallen juist m2 is. 


Om aan het gevraagde te voldoen, zoeke men dus twee 
geheele getallen, wier product — mm? is, en vermeerdere deze 
met m, De verkregen sommen zijn dan de getallen a en 5. 

Ten einde een antwoord te geven op de vraag, op hoeveel 
wijzen men aan het gevraagde kan voldoen, merken we op, 
dat 1? een oneven aantal deelers heeft. Hiervan moeten we 
er telkens 2 gebruiken. Is nu » het aantal deelers van m?, 
dan krijgt men in ’t geheel (n J- 1): 2 oplossingen , waarbij 
ook gerekend is het geval: a =b == 2m. 

Men kan ook zeggen, dat er „ gevallen mogelijk zijn, doch 
dan doorloopt a dezelfde rij waarden als 5, en wel in omge- 
keerde volgorde. Rv. 


De Vriend der Wiskunde. XIII. 40 
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Twee meetkundige eigenschappen. 


Trek in den cirkel O eene koorde AB en door A en B raak- 
lijnen, die elkaar in C snijden. Laat nit een punt P vanden _ 
cirkelomtrek PD! AB, PE 1 AC en PF L BC neer en ver- 
eenig P met A en B. In BÀ 

AAPD en A BPF is nu LD == LRE 


LOAD eer Des 5 bg BP, dus is A APD» A BPF 


zoodat FD: PE == PAS PB, on (1) 
In A PBD en A PAE is EDS LES / 
L PBD —/PAE—À bg AP, dus is A PDB A PEA 
zoodat PE: PD == PAGPBe. 4 ON 
Uit (1) en (2) volgt nu PD:PF —=PE:PD 
of PD? =PE.PF, d.i. | 


De loodlijn PD is middelevenredig tusschen de loodlijnen 
PE en PF. 


Beschrijven we nu im een A ABC den cirkel, die AB in 
D, BC in E en AC in F' raakt, vereenigen D,E en F on- 
derling en laten uit een punt P van den cirkelomtrek (P ligt 
op boog DF) PG 1 AB, PH | AC, PI.L BO, PK: DE, 
PM | DE, PL Jl EF neer, dan is volgens de bovengenoemde 
eigenschap : PKN RG APH 

FMS bORPI 

PL? = PH. PI zoodat 
PK? .PM?.PL? =PG:.PH?.PI2 of 
EK .PM Pic == PG PHSOSPINGN 

Het gedurig product der 83 loodlijnen uit P op de 3 zijden 
van A ABC ús gelijk aan het gedurig product der 3 lood- 
lijnen uit P op de 3 zijden van A DEK, J. L. Berton. 





Berekening der diagonalen van een koordenvierhoek. 


Eene eenvoudige manier om de diagonalen van een koor- 
denvierhoek uit te drukken in functie der zijden, is wel de 
volgende. 

Zij ABCD een koordenvierhoek, waarvan de zijden AB — a, 
BO=b, CD==e en AD =d zijn. Trek de diagonaal BD, 
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BE | verlengde DA en BF | CD, dan is in A ABE en 

ACBF. ZE =/F == 90°, / BAE — 180° — / BAD == / BOD, 

dus is A ABE A CBF en BE: BF = BA: BC = AE: CF, 
BC. AE 5.AE 


dus EE 
In A ABD is BD? —a2 Jd? J2d,AE ....(D 
en „ ABCD , BD2—=52 Let —2.CF . . .. (2) 
An A Af 2 
Uit (1) volgt: AE ee dus is 
rp A p ' 
en ESE zoodat (2) overgaat in: 
2be (BD? — a2— d2) 
2 — vn ee en TE A 
BD? = 42 +e oud 


be (BD? — a? — d?) 
— bì A RS 
=de ad 


ad „BD? — ad (b? Hc?) — be. BD? + be (a? Jd?) 
(ad + be) BD? —= (a? Hd?) be J- (b2 HC?) ad 


_ af (a? +d?) be + (b2 JC?) ad 
De ED Ek Vv ERD 
_ af (a? +b)ed A (Cc? Hd?) ab 
Evenzoo AC = v ET een 
Langs dezen weg kan ook het oppervlak van den koorden- 
vierhoek gevonden worden. J. L. Berton. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1461—1480 en 384 zijn ingezonden door: 


J. B. Bakker, 1461—64, 67—69, 71, 72, 74—76, 78; 884, 
A. G. d. B., 1461, 68—76, 78—80. 

C. Brug, 1461 — 63, 67 — 74, 18; 384. 

W. H. Deelman, 1461—71, 13— 78; 384, 

J. Graver, 146171, 13— 78; 384, 

J. Hommes, 1461—80 ; 384. 

Kooy, 1461—65, 68 — 14, 77, 78; 384. 

‚ Lenstra, 1461—78, 80; 384. 

Siegers, 1461—64, 66-76, 18; 384. 

H. 5., 1461 —64, 66— 18, 80; "384. 

. de Vries, 1461—78, 80; "384. 

.d. Wal & Verborgh, 1461, 62, 64—80 ; 384, 
v. W., 1461—80; 384, 

‚ Wisse ‘Czn. À 1463, 64, 67, 68, 75, 78, 80. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1481—1500. 


Iemand laat op 24 April zooveel 3°/, N. W.S. koopen, 
dat hij jaarlijks f 445,50 rente kan trekken. De koers 


is 985 en de provisie Eel De coupon wordt met 1 °/, 


korting betaald op 1 Maart en 1 Sept. Hoeveel moet 
hij voor die effecten betalen? v.v. WaL & VerBorem, 
(Verg. onderz. Rottm. 23 Nov. 1897.) 


Oplossing. 


Zonder 1°/, korting bedraagt de rente jaarlijks 


Hij 


1482. 


100 

99 

laat dus koopen een nominaal bedrag van 
f450 x IS =f15000 89/,.N. W.S. 


f 445,50 X ao = f 450,— 


f 15000 à 98 = f 14765,625 
rente l mnd. 23d.f 66,25 
provisie 6 en SIG 
Hij moet betalen f 14850,625. J.H.S. 


Een rechte cirkelcilinder heeft een inhoud van 1,25 HL. 
De hoogte staat tot de middellijn van het grondvlak 
als 3: 4 (binnenwerks). Bereken in dM. den straal van 


het grondvlak. x= ee De worteltrekking in 5 deci- 


malen. De bewerking volledig inleveren. 
(Hoofdacte Amstm. 1897.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


Is de middellijn van ’& grondvlak 2 r dM. , dan is de hoogte 


3 


1 1 1 
En en ke € ï Ee 9, 4d mmm Ì 5 3 
zx2r=ljrdM. en de inhoud za XIjr=ijzr dM?. 


Dit bedrag staat gelijk met 1,25 HL. —= 125 dM?. We heb- - 


ben dus Ig r® = 125; re == 


125 250 250 

== e= en r=_ 
1 9 7 8 zr 
ls 7E 
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Nu moet r in 5 decimalen worden berekend, en daar er 
1 cijfer voor de komma komt, moet men bij de worteltrek- 
king in ’t geheel 6 cijfers bepalen, waarvan 3 door gewone 
worteltrekking en de overige door verkorte deeling kunnen 
worden gevonden. Men zoekt dus 2 decimalen op gewone 


' 250, : , 
manier; maar moet zin 2 Xx 3 of 6 decimalen nauwkeurig 


zijn. We krijgen nu: 








250 66 __ 1750 
Be 400 ITF 6 S 26,515151 .… 
69 12 B26,515151... == 2,98193 
621 8 
1821 18515 
81 16389 
He 2523 2126151 
804 7024 2074592 
259324 151559 / 193 
64 26650 
266412 24909 
9 23895 
26650 924 
198 
126 
De straal is dus 2,98193 dM. R. v. W. 


1483. Wat is de hoogste macht van 500, waardoor 1000 X 
1005 x 1010 Xx... x 4000 deelbaar is? H. VERHAGEN. 


Oplossing. 
500 = 22 x 53. | 

SX10x15X...X4000=5800 x1X2H3X4X... X 800. 

Bij de getallen 1 tot en met 800 zijn 160 vijfv., 32 vijfen- 
twintigv,, 6 125-vouden en 1 625-voud. In het product 
B X 10 x 15 X... X 4000 komen dus 800 +160 + 32 J- 6 +1 
of 999 factoren 5 voor. 

Evenzoo blijkt, dat in het product 5 Xx 10 x 15 X... x 995 
voorkomen 199 + 39 +7 J-1 of 246 factoren 5. In het ge- 
geven produkt komen derhalve 999 — 246 of 753 fact. 5 voor. 


1507 


In 5500 X1X2X3X4X...800 komen voor 400 tweev., 
200 vierv.. 100 8-vouden , 50 16-vouden, 25 32-vouden, 12 


64-vouden, 6 128-vouden, 3 250-vouden en 1 512-voud, d. i. 


samen 797 factoren 2. Evenzoo blijkt, dat in het product 


5 X10X15X...995 of 5199 1Xx2X3X4xX... XxX 199 voor- 
komen 99 J49 JAL 124643 +1 of 194 fact. 2. In 
het geg. product komen dus 797 — 194 of 603 fact. 2. In 


het product komt 500? voor. 


500P — 2°? x5°P 2p is hoogstens 603, 3p hoogstens 758. 
Hieruit blijkt p hoogstens 251. De hoogste macht van 500, 
die in het geg. produkt voorkomt, is dus 251. 

W. H. Deer man. 


1484, Als p een ondeelbaar getal voorstelt, is 5f —2 x 3? +1 
deelbaar door p. Bewijs dat, 
(Wisserink, IVe Verz., $ 39, 4.) H. VeRrHAGEN. 


Oplossing. 


BE 2x iP 5) eXL 
=5 GP Tjee 


Volgens het theorema van Feruar is 52E 4 deelbaar 
door p, indien p ondeelbaar is en onderling ondeelbaar met 5. 


Nu is gegeven p ondeelbaar en dus isp —= 5 of O. O. met 5. Is 
p= 5, dan is 5(5P na 1) echter toch deelbaar door p = 5 
en dus is 5(5P — des 1) altijd deelbaar door p. 


Eveneens is 6 (3P En 1) altijd deelbaar door p, want 
p =3 of p is O. O. met 3. Is p = 3, dan is toch 
6 (377 ve 1) deelbaar door 3. 

Dus 5 (5E Eee 1) is een p-voud 

GLE Ien 1) is een p-voud. | 


Derh, is 5(5P Lei) oP Tije Ke 
een p-voud. J. Hommes. 
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1485. Een winkelier, die eene partij koffie in het klein ver- 
koopt, geeft eenige percenten overwicht en wint dan 
19 %o- Had hij 5 lo meer overwicht gegeven, dan 


zou hij 19'/, meer gewonnen hebben. Hoeveel °/, 
overwicht gaf hij ? 
(Wrisserink, IVe Verz, $ 39, 2.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 
$ 119 
…. . EEG …. _ 
Hij wint EEE lo en ontvangt dus bij verk. Huis den 


1 
inkoop. Had hij 3 lo meer overwicht gegeven, dan had hij 


119 
19°) gewonnen en dus bij verkoop Too X den ink. ontvan- 


Ö 
119— 
en. In ’t eerst l ontving hij dus EE X 200 
gen. ste geval ontving hij dus —-— 204 
veel als in * tweede geval en kreeg dus ook En X zooveel 


K.G. betaald. Zoo vaak hij 100 KG. verkoopt, geeft hij den 
len keer : KG minder dan den 2en keer: Daar hij den len 


204 
205 





2 
keer ee X zooveel betaald krijgt, moet hij telkens X 


204 


zooveel gegeven hebben als den 2en keer of van wat hij 





1 
| 204 
den ien keer geeft minder. Hij geeft ook telkens ; KG. minder. 
Dus zoo dikwijls hij 100 KG. verkoopt, heeft hij den len 

1 
keer telkens 204 x 5 KG. = 102 KG. gegeven: hij gaf dus 

29, overwicht. À. LENSTRA. 

1486. Indien P het gedurig product is der n termen eener 


meetkundige reeks, S de som dier termen en S, de som 
der omgekeerde termen, bewijs dan, dat men steeds heeft : 
S 
el 

Ì (5) H. VERHAGEN, 
(J. VersLuys, Rek. vrgst. voor meergev. Mtk. reeks. 5.) 
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Oplossing. 
Zij a de le term eener meetk. reeks, r de reden en „ het 


aantal termen, dan is de reeks : 


n—l 
dar, ft rare nne dr . 


Het gedurig product van al de termen bevat » factoren a 
en zooveel factoren 7" als de som bedraagt van 1, 2, 3, 4... (n—1). 


Nu is LEat8hdd tate xn. 


Het gedurig product van al de termen 
| _n(n—1) 
2 





\ n 
of P is dus = ar 








Dus is Pat (A) 
n 
De som S van al de termen == Se 
De som S, van de omgekeerde termen — 
1 1 1 1 1 1 
Fath mt te 
eed art: ar 8 ar ard 
n 
nn | 
Á heek ( ok ele 1 
nk arn (r—1) 
” n 
Ee en 6 
Nuis gf ED É — zar! E 
1 AE Or (r — 1) 
zy 2 1 
en (GE) Pred 8) 


Uit (A) en (B) volgt: P?2—= (Se 
1 


v. D. War & VerBorau. 


1487. De afstand van een willekeurig punt van een cirkel- 
omtrek tot een willekeurige koorde is middelevenredig 
tusschen de afstanden van dat punt tot de raaklijnen, 
uit de uiteinden der koorde aan den cirkel getrokken. 
(Wisk. L. O. 1897.) 


, en 
ee 


k 4 
6 vari 


"ete 4 
pl A * \ 
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Oplossing. 

Zij AB eene koorde in cirkel M‚ P een punt van den 
cirkelomtrek en PD | AB. Trek in A en B de raaklijnen, 
die elkaar in C snijden, PE 1 AC en PF | BC, dan moet 
bewezen worden, dat PD? —=PE.PF. 

Vereenig P met A en B, dan is A APE A BPD, omdat 


Eed D= 90? en L PAR =/ PBD —; bg AP, dus 
Oe HSA DD Aj SEE A Tet MOREL) 
Omdat 4 D= ZF == 90° en L PAD =/ PBF = 5 bg PB 


BREN A BPF, dus. PD:PE =S AP:;BP ………… … (2) 
Uit (1) en (2) volgt PE:PD =PD:PF of PD? = PE. PF. 
(Zie ook: „De Vriend der Wiskunde”, II, no. XXXII, bl. 

217; Jd. III, no. 241, bl. 67; en X no. 1111, bl. 140.) 
Gevolg. Is P het midden van bg AB, dan is PE = PF, 

WDR PE? of PD— PEPE, d.i. 

De afstand van het midden eener boog tot de raaklijnen 
door de uiteinden der koorde van den boog aan den cirkel 
getrokken, is gelijk aan de pijl van het segment, dat door 
de koorde en den boog begrensd wordt. H. pe Vries. 


1488. AB en CD zijn twee loodrechte middellijnen van een 
cirkel M. Uit D wordt met DA als straal een cirkel- 
boog AB beschreven, die CD in E snijdt. Men vraagt 
te bewijzen, dat de inhoud van het deel van den cirkel, 
begrensd door de bogen ACB en AEB, gelijk is aan 
den inhoud van A DAB. (KrarprER, 722) 

(Wisk. L. O. 1897.) 


Oplossing. 


De figuur, door de bogen ACB en AEB begrensd, is de 
maan ACBE. Nu is 


IT maan ACBE = 3 cirkel MA — segment AEB 


En 8 REEALM (5 cirkel DA — A DAB) 


ad 


an : cirkel MA — Ì cirkel DA + A DAB 


14 es 


ann 
_ 


1 
zR° — á z (Rr-2)? J- A DAB 


ESE 


== R? —zrB? _ JA DAB= A DAB. 


5 


Opm. Op hetzelfde beginsel berust de stelling van Hrir- 


POCRATES : „Wanneer men op de rechthoekszijden AC en BC 
van een rechthoekigen A ABC buitenwaarts halve cirkels 
AEC en BCG beschrijft, dan snijdt de omgeschreven cirkel 
ADCFB van den A ABC van deze halve cirkels twee sikkels 
AECD en CGBF af, wier som gelijk is aan den A ABC.” 
Bewijs: De bri eshelieeren cirkel van een rechth. A heeft 
de hypotenusa tot middellijn, dus is ADCFB een halve cirkel, 
evenals AEC en CGB. Alle halve cirkels zijn gelijkvormig. 
Men heeft nu 
halve eirkel AEC + halve cirkel CGB == halve cirkel ACB. 
segm. ADC J- segm. CFB == segm. ADC +segm. CFB 
sikkel AECD + sikkel CGBF —= A ABC. H. pr Vrins. 





1489. Van een driehoek zijn gegeven de 3 stukken ‚ waarin 
een hoogtelijn door den omtrek van den ingeschreven 
cirkel wordt verdeeld. Construeer den driehoek. 
(Wisk. L. O. 1897.) 

Oplossing. 

Analyse: Laat ABC de gevraagde A zijn, waarin BO% 
QR en RC de 3 gegeven stukken zijn der loodlijn PC, ver- 
deeld door cirkel M. Volgens een bekende stelling is PS — 
V(PQ.PR) en daar / CPS —= 90° is, kent men de ligging 
van S ten opzichte van Q en R, zoodat daarmede de inge- 
schreven cirkel geheel bekend is. Verder raakt de zijde AB 
in S aan den ing. cirkel en de andere zijden zijn raaklijnen 
aan dien cirkel uit het bekende punt C. 

We hebben nu de Constructie : 

Trek eene rechte PC en neem daarop in volgorde de ge- 
geven stukken der hoogtelijn PQ, QR en RC. Construeer PS, 
de meetk. middelevenr. van PQ en PQ J- QR en maak / CPS 
— 90°. Beschrijf een cirkel door de 3 punten R,‚ Q en Ie 
en: in S een raaklijn en trek uit C de 2 aken die de 
le raaklijn ontmoeten in A en B, dan voldoet A ABC. 
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Het bewijs volgt genoegzaam uit de constructie. 
Opmerkingen. 1) Zal de constructie mogelijk zijn, dan is 

het noodig en voldoende, dat CR > PQ is. 

2) Is CR —= PQ, dan loopt één der raaklijnen uit C even- 
wijdig met AB en er ontstaat geen A. 

3) Is CR { PQ, dan zullen beide raaklijnen uit C de 
eerste raaklijn snijden aan denzelfden kant van P, zoodat cirkel 
M alsdan aangeschreven cirkel wordt. 

4) Is alleen de grootte der drie stukken CR, RQ en QP 
gegeven, zonder dat men weet, welk der drie het bovenste , 
middelste of onderste stuk is, dan kan men ze op 6 manieren 
nemen. 

Boven | CR [CR IRQ [RQ | QP | QP 

Midden | RQ | QP | CR Í QP Í CR | RQ 

Onder | QP | RQ | QP | CR [RQ | CR 

I HK {If IV| V | VI 


Is nu CR ) RQ ) QP, en meet men ze op de loodlijn op 
AB af in de volgorde, zooals ze in de gevallen I—VI worden 
genomen, dan vindt men in de gevallen I, II en III een in- 
geschreven cirkel en in de gevallen IV, V en VI een aan- 
geschreven cirkel. | 

Er ontstaan dus 3 paren @ verschillende A/\, die aan de 
vraag voldoen. GRAVER; H. pe Vries. 


Tweede oplossing. 


Analyse. Zij in A ABC AD de hoogtelijn, waarvan de 
stukken AF, FE en ED gegeven zijn. Zij verder I het mid- 
delpunt van den ingeschr. cirkel en R het punt, waarin deze 
de zijde BC raakt. 

Trekken we nu door I een lijn HG // BO ‚ die AD in G 
snijdt, dan is IG { AD, terwijl EG —= FG is. Verder is 
GD = IR == r, zoodat we uit de gegevens de hoogtelijn en 
den straal van den ingeschr. cirkel kunnen ‘vinden. 

Constructie. Trek op een willekeurige lijn BC een rechte 
AD 1 BC, zoo, dat AD == de som der drie gegeven stukken 
is. Trek uit het midden G van bet middelste stuk een lijn 
GH // BC. Beschrijf verder uit E of F een cirkel met GD 
tot straal, die GH in I en Y’ snijdt. Construeer daarna uit 
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T met IF tot straal den ingeschr. cirkel, en eindelijk uit A 
raaklijnen, die BC in B en C snijden, dan is A ABC de 
gevraagde. 

Discussie. Omdat men voor I twee punten vindt, zijn ook 
twee AA mogelijk. Deze zijn evenwel congruent. In ’t al- 
gemeen kan men 6 paar congruente AA krijgen, daar de 
8 gegeven stukken op 6 manieren kunnen worden gecombineerd. 
Het kan echter gebeuren, dat cirkel I niet binnen ‚ maar 
buiten A ABC valt. Hij is dan een aangeschreven cirkel. In 
dat geval valt dus ook AD buiten den-driehoek. De con- 
structie is dan feitelijk onmogelijk. Het werkstuk zou steeds 
uitvoerbaar zijn, wanneer men in de opgave de woorden „van 
den ingeschr. cirkel” verving door: „van een der raakcirkels”. 

v. D. War & VerBoren; GRAVER; R. v. W. 


1490. Los v op uit de vergelijking : 
xl Zat-1 

RO 

8 J- 32 — 16400. 


(Wisk. L. O. 1897.) 




















Oplossing. 
al 
1 222 
8 == (25) en 
2ed 
1 222 
25 ae 4rJ-2 
2 5 
32 (28) zR4 
AxJ-2 Zl 
Som — 2 J- 2 — 16400 
ee A (DA 
Ax d-8 2-4 
2 J-2 =— 1049600 
2at4 ) 2 2-4 
of 2 ) 2 — 1049600 = 0 


_é 


2-4 
2 Een dE 7-1049600,25 = — EE 10245 


DOL mt 
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2-4 2-4 
2 — 1024 en 2 == — 1025 
2-4 10 2-4 
—2 omdat 2 niet — 1025 kan 
2-4 —=10 zijn, vervalt deze waarde. 
x= voldoet. - 


1491, 't Product van de wortels eener vierkantsvergelijking a 
en hun positief verschil b noemende, is gegeven, dat 
het product van a en b == — 1820 en hunne som, 
vermeerderd met de som hunner tweedemachten , 8610 
is. Welke is de vergelijking ? 

(Wisk. L. O. 1897.) 
Oplossing. 

‚ Vooraf merken we het volgende op. 

Daar b een postrief en ab een negatief getal is, zoo is ook 
a negatief. Derhalve is de eene wortel positief en de andere 
negatief. Hun som kan dus in de beide toestanden verkeeren. 
Ook is b — azeker positief. Zij nu #, de positieve en x, de 
negatieve wortel, dan heeft men z,r, —=a en 2, —e, —b. 

Verder is gegeven: ab = — 1820 en a4-ba? + b? == 8610. 

We krijgen nu gemakkelijk : 
atb Hadb=z= 8610 (atb)? = 4900 of 5041 

2ab == — 3640 4ab == — 1280 —= — 7280 
nT OPE. sne aft, 

(a-b)* +atb)= 4970 (b—a)* == 12180 of 12321 

(atb)* + (ab) — 4970 —= 0 b—a= 12180 —= 23045 


dus aHb=70 of — 71 of b—a—=yv12321 = 111, 
We vonden dus: ad-b=70 of — 71 

en b—az=2v 3045 of 111 

dus 20 = 10421 3045 of 40. 

en b=85 8045 of 20. 
Daar a een negatief getal is, zoo krijgen we daarvoor : 

a=385—v3045 of a == — 91. 

Nemen we nu voor a en b de waarden a = — 91 en b —= 20 


dan is ze, =—91...(1) en rz, —e, —=20...(2) 
Uit (2) volgt: we, 20 4-2, en na substitutie in (1) be- 
komt men: v3 + 20z, =—91 of #? + 20z, +91 =0 
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waaruit z,=— 10419, dus 2, =— 7 of — 13. 

In verband met (1) vindt men: z, —= +13 of 47. 

In de gevraagde vergelijking is de ecoëfficient van © == 
— (ej Jes), dus = — (13-17) = — 6 of = — (47—13) = +6. 


De bekende term —= #,z, — — 91, zoodat voldoen de 


vergel. opgesloten in #° + 6x — 91 =0...(A) 

Nemen we voor a en b de beide andere gevonden waarden, 
a=35 —1 3045, D= 35 +1 3045), dan krijgen we op de- 
zelfde wijze nog 

ver (4410 + 6673045) + 35 — 13045 — 0. 0 


D.i. in het geheel 4 vergelijkingen, welke in (A) en (B) 


voorkomen. R. v. W. 
Tweede oplossing. | 
ab == — 1820 en a? + b? Ja J-b = 8610. 
Vermenigvuldig de eerste vergelijking met 2, tel dit product 
bij de tweede op, dan is de som 


(a +5)? + (a Hb) = 4970 


waaruit adb=T0 of — 7 Te 
Hierdoor wordt a? Jb? == 8540 of 8681. 
Trek af 2ab — — 3640, en trek de wortel, dan is 


amb 423048 of IIET ENEN 

Uit (1) en (2) volgt a —=35 +1 3045 of a == 20 of — 91 
en b=35 nv 3045 „a =-—91 of 20. 

Volgens de opgave is b positief: hier voldoen dus alleen 

a=39—1rv 83045 en b=35 J-1 3045 

of a—= — 91 en 5 == 20. 

Stellen we nu een vierkantsvergelijking algemeen voor door 
+ Ag en B =0, dan zijn de hade 


Ad wlA? — 4B) en FA zv (Â2 =4B) 


hun product a== B, hun verschil b == 1/A? — 4B). 
De gegevens in deze opgave zijn dus ; 
B == 35 —1v 3045 of —91 ...(3) 
V(A* — 4B) = 35 J- 1 3045 > 20 een 
Breng (tf) in het kwadraat en trek er het viervoud van (3) 

van af, dan is het verschil 
A? == 4410 + 6617 3045 ‚of 36 
dus A= r(4410 + 667 3045) „ +6. 








Pe er ee 7 MR ent « ELBE 
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De gevraagde vergelijking is dus een der volgende 
mer (4410 + 667 3045) + 35 — 13045 == 0 
mar v(4410 + 667 3045) H- 35 — Vv 3045 —= 0 
n° + 6r — 91 =0 
zr — bz — IL 0. J. H. S. 


1492. In welke gevallen is de som van de derde machten van 
twee geheele getallen een drievoud ? 
In welke gevallen is het verschil der derde machten 
van twee geheele getallen een drievoud ? 
(Wisk. L. O. 1897.) 
Oplossing. 

Elk geheel getal is òf een 3-voud of een 3-voud 4 1, dus 
van den vorm 3p of van den vorm 3ptE1, waarin p een 
geheel getal is. | 

(39)? = 27p® == 3-voud. 
(Sp + 1) =2Ip? + 27p* Op J 1 = 3-voud +1. 
(Bp — 1)? =p" — 27p? J Ip — 1 = 3-voud —1. 

Is dus een geheel getal een 3-voud, dan is de 3e macht 
van het getal ook een 3-voud. Is een geheel getal een 
3-voud +1, dan is de 3e macht ook een 3-voud + 1; en is 
een geheel getal een 3-voud —1, dan is de 3e macht ook 
een 3-voud — 1. 

Hen 3e macht is dus of — 3m of — 3m 1, waarin m 
een geheel getal is. 

De som van 2 derde machten zal nu een 3-voud zijn, wan- 
neer beide derde machten 3-vouden zijn, dus wanneer ook de 
getallen, waaruit die 3e machten ontstaan zijn, 3-vouden zijn 
of wanneer de eene 3e macht een 3-voud + 1 en de andere 
ge macht een 3-voud — 1 is, dus wanneer ook de getallen, 
waaruit die 3e machten ontstaan zijn, een 3-voud +1 en een 
‚ d-voud —1 zijn, 
want Sm J 3n = 3 (m + n) = 3-voud, 
en (Bm +1) + (3n —1) = 3 (m +4 1) = 3-voud:, 
terwijl 3m J-3n 41, 3m Bn —1, 3m 14 3n, 

3m A1 nl, mln, Bm — 1 Hn—1, 
geen van alle 3-vouden zijn. 

Op dezelfde wijze vinden we, het verschil van 2 derde 


ee Li Ĳ KAn 
84 % KP 021 
160 RN B 


machten is een 3-voud, als de geheele getallen, waaruit die 
3e machten ontstaan zijn, of beide 3-vouden zijn, of beide 
3-vouden +1 zijn, of beide 3-vouden — 1 zijn. 

v. D. WaL & VERBORGH. 

Men kan dus ook zeggen: 

De som van de derde machten van twee getallen is een 
drievoud als de som van de resten, die deze getallen bij dee- 
ling door 3 overlaten, gelijk 0 of 3 is, 

en 

Het verschil van de derdemachten van twee getallen is een 
drievoud, als de resten, die deze getallen bij deeling door 3 
overlaten , gelijk zijn. A. LENSTRA. 


Tweede oplossing. 


41°. Noemen we die getallen a en b, dan moet dus 
a3 Jb3 —=3-voud zijn. 


Maar 3a2b + 3ab* = 3-voud. 
Dus moet ook (a+ b)* = 3-voud wezen. 


Daarvoor is noodig en voldoende, dat a J-b door 3 deel- 
baar zij. Hieraan wordt op de volgende wijzen voldaan : 
a — 3-voud en b == 3-voud 
a == 3-voud 4-1 en b == 3-voud — Á 
a =3-voud —1 en b == 3-voud + 1. 


90, We moeten hebben, als a ) bis, 
a —b? == 3-voud. 
Nu is 3a2b — Jab? = 3-voud. 


Door aftrekking a® — 3a2b J 3ab* — b3 = 3-voud 
of (a — b)? moet een 3-voud zijn. 
Bijgevolg moet ook a — b door 3 deelbaar wezen. 
Het is dus noodig en voldoende, he men heeft : 
a — 3-voud en b == 3-voud 
a=—=3-voud J-1 en b == 3-voud + 1 
a —=3-voud — Î en b—=3-voud—1. R.v. W. 
Derde oplossing. 
Stel twee willekeurige getallen voor door m +-n en m — #, 
dan is hun som 2m, hun verschil 2, de derde machten 
m3 + 3m?n J- 3mn* J n° 


EN er ee 
ni en 
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< en m3 — Sm?n-J 3mn? — nt; en de som der derde machten 
2in3 H- 6mn? = 2m (m* + 3n*). 

Deze som is een drievoud als een der factoren het is; de 
factor m2? J-3n% is drievoud als m? het is, dus ook m en 
2m, waaruit blijkt, dat de som der derdemachten een drie- 
voud is, als de som der getallen het is. 

Het verschil der derdemachten is 

6m?n J- An? —= 2n (Bm? J- n°). 

De factor 3m? J-n? is drievoud, als »° dus ook „ en 2n 
het zijn. Het verschil der derdemachten zal dus een drievoud 
zijn, als het verschil der getallen het is. Jia Most 

Anders. 

Stel de getallen voor door p en q, som der derdemachten 
pe dq? =(p 9) w* — PI 49°) | 

Om drievoud te zijn moet een der factoren het zijn. 

Pp +Qq = drievoud of = drievoud + 1 of = drievoud — 1. 

In het iste geval is p° + q° drievoud. 

In het 2de en 3de geval is 

Pp? — pq +q* —= drievoud + Ì — 3pg , 
dat is geen drievoud, dus geen der beide factoren drievoud. 

Ook voor het verschil kan men het bewijs analoog in- 

richten. den lees 


1493. Los de onbekenden op uit de vergelijkingen 
(ey) et == en (ey) et Hy) =d 
en neem na de oplossing a —= 160, ,— 580, Bern. 
(Eeen ESE Pract. Alg. IL, 2e druk, bl. 47, no. 23.) 


Oplossing. 
| Eeevan (zy) (e? —Y*) =a 
Br of ey (edy) =a 
of efo) eH9) — day | =a ELT) 
ee Hy) =d 
of | et) et) — ay —b Se de Ln A 


Het quotient van (2) en (1) geeft 
(wy) —2ay  b 


(ze Hy)? — 4ay Ta 
a(@ +)? — 2aay Sb (a +9)" — hay 
De Vriend der Wiskunde. Tt! 11 
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waaruit ay =ge (e+)? NEN 
(3) overgebracht in (2) Ken ï 


EAD AD! @ +9)" |= 





of (2 d-4)? (Qb —a —bH-a) =b (Wb —a) 
waardoor (wv +-y)? = 2 —a 
of vyd)... . (4) 
De tweede macht van (4) overgebracht in (3) geeft 
Den b—a 
Ip (db — a) 
Uit (4) volgt (w 4-4)? = B (2 — a)? 
ED) 
en AR on 
5 P 2(b—a) 
— 4)? == Say EN 
verschil (& —y)? = B (25 —a) B (Bb 0) 
B (2b — gg) 
vr 
a 
—_vz=t BEE 
ee on 
rdy=B(2b—e). .... . (4) 
Gn ziene 


Gegeven b= 580, 4 —= 160 dus 
B (2b — a) = B (1160 — 160) = 10 (*) 


waardoor 
1 160 1 
=z(oeVE) =O eT en 3 
1 160 1 
EGER. 
(*) Stel B (QU — a) = B (1160 — :60) = B 1000 =p 
dan is 1000 =p? vof p? — 1000 0 


of (p — 10) (p* + 10p + 100) =0, 
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zoodat _p—10=0 en p? + 10p J 100 = 0 
p=10 (reëel) p=—5tir —3 (imaginair). 
Substitueeren we nu de imaginaire waarden van 
B(U —a=—kEir-8 


in de hierboven gevonden formules voor zen y, dan vinden we 


rlr Er 3) 


EE 1 —/—3) 


y=? 


1 
en e= 3) Er (13) 


1 
Ymir) er ir —3) 
2 
SEE VAN. 


1494. Bereken # uit: 
Grein 


log? a | 

Ë log? (#2 Jel) 

Be) (Ral) Vw daetl)....… ure 

(Ex. Wisk. L.O. Semarang 1896.) J. L. BeRToN. 
Oplossing. 
Ten einde het eerste lid wat eenvoudiger te krijgen, stellen 

we voorloopig 22 Jr 1 =y, waarna we schrijven: 

log*y 


NE 
log*y 
DENN EER 


08 b) B Hi) BA /) 


of Me) es Vy A enz. — 10 

Nu is Lee eerste lid — log tweede lid = log 10 =l, 
logy | log y log 4 je, 

3 og? gt togt y Flogeg tr =| 
IND. 1 ar lOg 4 TEN 

logy rd mit ren: ra 


Hieruit volgt: log?y —logy —1=0 
waaruit log y = + 5 am Ze | H — 1,6180340 of — 0,6180340, 
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Derhalve is y= 41,4987 of y == 0,2409716. 
We hebben nu in de eerste plaats: 
y= Je 1==41,4987 
n° Jr — 40,4987 =0 

waaruit 2 = — 0,5 dv” 40,7487 — 5,883 of — 6,883. 

In de tweede plaats krijgt men: 

Yr Ar 1=0,2409716 
vdo + 0,7590284 —= 0 

waaruit 7 = — 0,5 dt v/— 0,5090284 —= — 0,5 4 0,71841/—1. 

J. Hommes; v. D. War & VerBoren; R. v. W. 


1495. Los e op uit de vergelijking : 
log 2Jlog 3d enz. J- log (# — Di + 
(tog x+log 5 + log 4 Jee. enzHog_S )= vlog v+log*x—2. 
(Ex. Wisk. L.O. Semarang 1896.) J. L. Berron. 


Oplossing. 
Merken we op, dat 


log «+ log + log zt + log — 


—log # + log v—log 2Hlog 2 —log 3. . log # — log (#+—1) 
dan blijkt terstond, dat men voor het eerste lid der gegeven 
vergelijking schrijven kan 
loge +-loge + log +... tot (w — 1) termen. 
Derhalve is (w — 1) log = loge + log? « — 2 
of logan 
waaruit log ={1 of logx = —2, en e= 10 of # = 0,01. 
R. v. W. 


__ 





1496, Met de gegevens a, A en b+-c een A te beschrijven. 
(PrrersEn, Meth. 73) LA 


Oplossing. 


Analyse: Zij ABC een driehoek, die de gegeven elemen- 
ten BO —=a, BAC == A en AC LAB =—=b 4e bezit. Ver- 
lengen we BA met een stuk AD —= AC en verbinden we D 


met C, dan is A ADC gelijkbeenig, zoodat ED „A 


ae den 


2 


ae - é 
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bekend is. In den A DAC heeft men nu de bekende elementen : 
1 
BO=a, BD =L Je en / Deeg A; laten we voorts uit A 


eene loodlijn AF op CD neer, dan is CF == DF. Deze be- 
schouwing geeft de 
Constructie : Trek eene rechte BD == b Jc; maak / BDE = 


1 
le A; beschrijf uit B als middelpunt met straal a een boog, 


die DE ergens in C snijdt. Richt in het midden F van CD 
eene loodlijn op, die BD in A ontmoet; vereenig C met A 
en B, dan voldoet A ABC aan de vraag. 

Bewijs:. CF =FD en FA! CD, dus is A ADC geliĳk- 
beenig, waaruit volgt: / BAC = 2/4 ADC = / Aen AD = AC 
dus BA 4 AC =BA LAD =—=b de; en BO ==. 

Opm. 1. Wanneer a zoo groot is, dat de boog uit B 
beschreven, raakt aan DE, dan is A BEA rechthoekig in E. 
Daar nu F” het midden der rechthoekszijde ED is en F'A" | DE, 
zoo is A” het midden der hypotenusa BD, waaruit volgt: 
A'E — A’B. De ontstane driehoek BA"C is in dit geval do 
eenig mogelijke A en is geliĳkbeenig. Dit heeft dus plaats 


als BE == BD sin BDE of ns 


2. Wanneer a ) (b +- °) sin 5 Kik is, dan ontstaan twee con- 


gruente driehoeken ABC en Ai B. Men kan gemakkelijk be- 
wijzen, dat / BCA’ =/ CBA is. Voorts is / BAC = 4 CAB 
en BC = BC’, dus is A ABCZ2AACB. 


3. Wanneer a< (b +-c) sin SA is, dan zal de boog uit B 


als middelpunt geen punt met DE gemeen hebben. De con- 
structie is dus onmogelijk; zie ook de 2e oplossing. 


Tweede oplossing. 


Analyse: Zij ABC een A, die aan de vraag voldoet, zoo- 
dat / BAC—=/ A, BO =—=a en ACHAB=b He is, en 
laten MD de ingeschr. eirkel en NE de aangeschr. cirkel aan 


ad-bd-e 
2 





a zijn, dan is volgens eene bekende stelling : AE =s= 
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en AD =s-— ag. Voorts staan DM en EN loodrecht op AB 

als stralen van de raakpunten. Dit geeft de volgende 
Constructie. Maak een hoek = A en trek de lijn, die dien 

hoek halveert. Zet op een der beenen van af het hoekpunt A 


twee lijnen uit, de eene AE = RC Jb 4e) en de andere 


AD == 5 (bH4-e—a), richt in D en E deloodlijnen DM en EN 


op, tot deze de bissectrix AF ontmoeten. Beschrijf cirkel M 
met straal MD en cirkel N met straal NE en trek de gemeen- 
schappelijke inwendige raaklijn van beide cirkels, die de beenen 
van / A ontmoet in B en C, dan voldoet A ABC. 


ü 
Bewijs: Volgens de constructie is AB = 5 (a Jb +) =S. 


Volgens een bekende stelling is BE (=BG) = s — c en 
CH(—=CG)=s—b. Men heeft nu: AB =AE— BE ==: 
AC = AH —CH==b en BO == BG HOG =2s eb. 
Men heeft / BAC == A gemaakt. 

Opm. 1. Raken in- en aangeschreven cirkel aan elkaar, 
dan ontstaat slechts één A. Men ziet licht in, dat in dit 
geval de gemeenschappelijke raaklijn BC loodrecht op de bis- 
seetrix AF staat en door deze gehalveerd wordt. Aldan is 

1 


Í 
A BAC gelijkbeenig en _BC(= 2 a) = AB (== AC) sin E À, 


1 
en daar nu AB —= AC = 5 (0 + c) is, heeft men hier ook weer: 


a == (b + c) sin : A geeft één geliĳkb. A. 


2. Er ontstaan twee congruente driehoeken ABC en ABC’, 
wanneer beide cirkels buiten elkaar liggen, d.i. wanneer 


1 
a) (b + c) sin zÁ 
3. Wanneer a { (b + c}) sin 3 Á is en men uit a en bc 


de lijnen s en s— a construeert, zal men zien, dat de twee 
cirkels elkaar snijden, zoodat alsdan de constructie onmogelijk is. 

Aanteekening. De meetkundige plaats der toppen van alle 
driehoeken, die een gegeven basis en een gegeven tophoek 
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hebben, is een cirkelboog (de tweede boog laten we buiten 
beschouwing), die met de basis een segment begrenst, in het- 
welk de gegeven hoek als omtrekshoek staat. 

De meetkundige plaats der toppen van alle driehoeken, op 
een gegeven basis zoodanig beschreven, dat de som der op- 
staande zijden constant is, is eene ellips, wier groote as ge- 
lijk is aan de som der opstaande zijden; de basis ligt op de 
groote as zóó, dat beider middens samenvallen. 

Hoewel men nu met passer en liniaal geen ellips kan be- 
schrijven, ziet men toch licht in, dat door de snijding (of 
raking) van beide meetkundige plaatsen 2 punten (of één punt) 
gevonden worden, die aan beide opgegeven voorwaarden ge- 
lijktijdig voldoen. Heeft er snijding plaats, dau zal de lijn, 
door de snijpunten van cirkel en ellips gaande, evenwijdig 
aan de groote as der ellips zijn en de snijpunten liggen sym- 
metrisch ten opzichte der kleine as, die ook door ’t midden 
der basis gaat. Beide driehoeken, die aan de vraag voldoen, 
zijn dus congruent. H. pe Vries. 


1497. Een A te construeeren uit de gegevens: A, ren at-bte. 
(PerersEN, Meth. 107.) 


Oplossing. 


Aanmerking : Bij deze opgave is niet vermeld, dat PrrerseN 
noteert: 7 — straal omg. cirkel, o — straal ing. cirkel, 
Po Pp CP 2, zijn de stralen der aang. cirkels. Wie dit niet 


weet en KNarrer of VersLuys als studieboeken gebruikt, leest 
voor r de straal van den ing. cirkel. We zullen beide op- 
vattingen nemen. 


Ten 1e: r —= straal van den omgeschreven cirkel. 

Constructie : Beschrijf een cirkel met straal 7 en plaats daarin 
een omtrekshoek — A, dan is de koorde tegenover dien hoek 
== a. Men heeft nu a afzonderlijk en daar a Jb + c ge- 
geven is, heeft men ook bc. Beide gegevens vormen nu 
met Z/ A dezelfde als die in het vorige werkstuk, waarnaar 
we bij dezen verwijzen, evenals Prrersen van no. 107 op 
no. 73 wijst. 


Ten 2e: r —= straal van den ingeschreven eirkel. 
Constructie: Teeken hoek A en deel dien hoek oidaendee 


Plaats op één der beenen eene loodlijn = r en trek door het _ 


vrije uiteinde eene rechte evenwijdig aan het been, tot zij de 
bissectrix van £ A ontmoet. Het ontmoetingspunt is het mid- 


delpunt van den ingeschreven cirkel, die met straal r be- 


ï | 
schreven wordt. Zet eene rechte == z (@ Jb + ec) op een der 


‘beenen uit van af het hoekpunt A, dan is daarmede het raak- 
punt van den aangeschreven cirkel aan a bepaald. Verder 
zie men de tweede oplossing van werkstuk 1496. 

H. pe Vries. 


1498. Een A te construeeren, als gegeven zijn: a, bJ- cen 
Wo (== bissectrix van / A). 
(Perersan , Meth. 116.) 
Oplossing. 
Analyse. Als A ABC de gevraagde A is, dan is daarvan 
gegeven: BC =a, AC HAB =b-e en AD =w. 


Trekken we nu ook de bissectrices BE en CF, die elkaar in 
I, en de buitenbissectrices BI en OI, die elkaar in I' snijden. 
Volgens bekende stellingen is 4 IBI =/ ICI —= 90°, terwijl 
T ligt op het verlengde van AD. Om vierhoek IBI'C kan 
dus een cirkel worden beschreven. Verder heeft men : 

AL: DI= AT: DE = AC: CD. 
ab 


bte 
AI:DIz=Ar:DI =b: 


Maar CD = 








== (b H-c): 4. 
erk OE 
Uit het voorgaande komen we nu tot deze | 
Constructie. Bepaal op AD =w, een punt Ï en op haar 


verlengde een punt I’ zoodanig , dat 
AT:DI=AI: DE = (b 4-0): a. 

Beschrijf op IT als middellijn een cirkel en trek door D een 
koorde BC =a. Vereenig eindelijk A met B en C, dan is 
ABC de verlangde driehoek. | 

Discussie, De constructie is onuitvoerbaar voor de gevallen: 


—= bHeenadbde, R..v. W. 


en AC =b, zoodat we kunnen schrijven : 





he 


Ì 

4 

Be 
coal 
rd 
ä 
‘ 

p. 
{ 








ne er eens GE 


Tweede oplossing. 

Wanneer we in staat zijn, uit de 3 gegevens Z_ A te vin- 
den, dan is dit werkstuk teruggebracht tot no. 1496 (Perrr- 
SEN verwijst van 116 naar 73). 

Laat ABC de A zijn, waarin BC =a, AC +4 AB =b te 
en AS we, is. Denken we ons den ing. cirkel MD en den 


aang. cirkel NF aan a getrokken, dan liggen hunne middel- 
punten M en N op de bissectrix van Z A. BA en CA zijn 
de gemeensch. uitw. raaklijnen, daarom is A het uitw. geliĳk- 
vormigheïdspunt; BC is de gemeensch. inw. raaklijn; dus is 
S, het voetpunt der bissectrix w_, het inw. gelijk vormigheids- 


punt van beide cirkels. A en S zijn harmonisch toegevoegd 


aan M en N, volgens de verhouding der stralen van beide 
cirkels. Laat men MD, SE en NF | AB neer, dan zijn ook 
A en HE volgens dezelfde verhouding harmonisch toegevoegd 
aan D en F, want AD:AM-==AE:AS == AF: AN. Daar a 


en bJ-c gegeven zijn, kent men s= ; (a+ bc) en ook 


s— 4. Gaat men dus op eene rechte uit van het punt A, 
dan heeft men ook de punten D en F, want AF =s en AD 
==s—a. Het punt E wordt nu als volgt gevonden: men 
richt in D de loodlijn DG op en in F' de loodlijn FN, zoodat 
DG:EN==AD:AF. Men trekt GN, dan snijdt deze rechte, 
zooals licht te bewijzen is, de rechte AF in een punt E zóó, 
dat DE:FE =AD:AF. … 

A,D, E en F liggen nu harmonisch. Het voetpunt S der 


_bissectrix ligt in de loodlijn ES en ook op een boog, die A 


tot middelpunt en NM tot straal heeft. Is alzoo het punt S_ 


bepaald, dan trekt men de bissectrix AN, richt in D en F 
de loodlijnen op tot in M en N, trekt de gemeenschappelijke 
raaklijnen AC en BO, dan voldoet A ABC aan de vraag. 
Na de behandeling van 1496 achten we bewijs en bespreking 
hier overbodig. H. pe Vries. 

Dit vraagstuk is reeds opgelost onder no. XCIV. Een A 
te construeeren, als gegeven zijn: de basis, de som (het ver- 
schil) der opstaande zijden en a) de bissectrix van den tophoek; 
b) de hoogtelijn op de basis; c) de zwaartelijn naar de basis; 
bl. 169 van „De Vriend der Wiskunde”, IV. 
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1499. Als men door het snijpunt der diagonalen van een in- 
geschreven vierhoek een koorde trekt, die in dat punt 
wordt middendoor gedeeld, dan wordt het deel der 
koorde, dat binnen den vierhoek valt, middendoor ge- 
deeld in hetzelfde punt. Bewijs dat. 

(VersLuvs, Meth. ; Gem. vrgst. 64.) 
Oplossing. 

Ond. In den koordenvierhoek ABCD snijden de diagonalen 
AC en BD elkaar in S en deelen koorde EF in S midden- 
door. Voorts wordt AD in G en BC in H door EF gesneden. 

Gest. GS —= HS 

Bewijs. Van de AA GSD en BSH is / GSD =/ BSH, 
derhalve heeft men : 

AGSD:ABSH=GS.DS:HS.BS. . . (1) 

Trekt men SK _! AD en SIL BC, dan heeft men ook 


A GSD: A BSH=GD.SK:BH.SI (B) 


Uit (1) en (2) volgt: 
GD.SK:BH.SI=GS.DS: HS. CS 
Evenzoo AG.SK:CH.SI=GS.AS: HS.CS { 
AG.GD.SK?:BH.CH.SI? =GS?. AS. DS: HS? . BS. CS. 
Uit A ASD A BSC volgt SK? : SI? = AS.DS:BS . CS. 
Uit de laatste twee evenredigheden valt gemakkelijk af te 
leiden : 


verm. 





AG.DG:BH CH == GS: HS2 EEE (3) 
Trekt men vervolgens door S de middellijn PQ, dan is 
PS. QS—=ES? en AG. DG = EG. GF = (ES — GS) (ES + GS) 
== ES? — GS? 
Derhalve is GS2 =PS.QS —AG.DG. 
Langs soortgelijken wez vindt men: 
HS? —=PS.QS —BH.CH. 
Voor (3) kunnen we nu schrijven: 

AG.DG:BH.CH = (PS.QS —-AG.DG):(PS.QS —BH. CH). 
Hieruit volgt: PS.QS:PS. QS = AG. DG: BH. CH. 
Daar de termen der eerste reden gelijk zijn, heeft men ook 

AG. DG BH. CH. 
Volgens (3) is om dezelfde reden GS? —= HS? en ook GS == HS. 
R. v. W. 





ite 


El 
Ee 
Des 
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Tweede oplossing. 


Zij ABCD de koordenvierhoek, waarin de diagonalen AC 
en BD elkaar in P snijden, EH de koorde door P getrokken, 
die in P wordt middendoor gedeeld, en AB in F‚, CD in G 
snijdt. HE ligt op be AB en H op bg CD. 

Gegeven: EP — HP. 

Te bewijzen: BF =GH of FP == PG. 

Bewijs. Trek AL, BM, CI en DK alle } EH; PQ t CD 
en PR! AR. Dan is 

A CGI A PGQ, A DGK PGQ 
Has 0e = Eg (0 Art De Sg …(@ 
PG?.CI.DK 
Peen (3) 





Uit (1) en (2) volgt: CG.DG —= 








PF? .BM.AL 


Evenzoo BF.AF = PRE (4) 


Uit (3) en (4): 
capa: Br. Ar — Por. CL-PK, pp: En 








| PQ? PR? 

Nuis: ABMP« A PDK, dus BP.DK =DP.BM 
A APR A DPQ, PR.DP =PQ.AP 
A BPR» A CPQ, PR. CP =PQ.BP 
BRUIN ANLBS A AP SCI == CP AL 


Na vermenigvuldiging van de eerste leden met elkaar en 
na vereenvoudiging vinden we: 
DK.CI.PR? =BM. AL. PQ? 
of DK.CI _ BM, AL 
RSCR PRA’ 
Brengen we deze waarden over in (5) dan krijgen we: 
CONRDCBR RAN EG PE 

Nu is echter CG.DG = GH. EG 
en BF.AF Z=EF.FH 
zodat: GH.EG:EF,FH == PG? : PE? 

Stellen we nu GH—=a, EF —=b en EP =HP =e, dan 
krijgen we: a (2c —a)(c —b)? =b(2e — b) (ce — 4)*, waaruit 
we na vermenigvuldiging en vereenvoudiging vinden : 

a? — Zac + 2be — be = 0. 
En dus a Zet yv(e? —2be + b2) =e + (Ce —b). 


Het plusteeken vervalt echter, omdat a {2e — bis, en 


we vinden: a==b of GHZ=EF en EP=GP. J. Hommes. 


, 


Derde oplossing. 


Zij O middelpunt van den cirkel om vierhoek ABCD, I 
het snijpunt der diagonalen, EF' een koorde door 1 getrokken 
en in I middendoorgedeeld, snijdende AD. in G en BC in B, 
dan moet bewezen worden HI =—= GI. 

Trek door O OL 1 AD en QM 1 BC; zij P het snijpunt 
van OL met BD, en Q snijpunt van QM at AC. Beschouwen 
we nu de vierhoeken ALPIen BMQI, dan hebben ze / PLA= 
LQMB == 90° / A=—=/ B, omdat ABCD koordenvierh. is, 
ZL AIP =/ BIQ overstaande Koeken dus ook / IPL = 4 IQM. 
Verder is AL-= 4 AD, BM ==} BC, en omdat AD: AI= 


2 


BO: BJ is ook AL: AI == BM : BI; hee vierhoeken zijn gelijk- 


vormig. Trek de diagonalen LI en MI, dan is duss QMI= 


ZL PLI. Verbind O met I, E en F: omdat nu EI == FI vol- 
gens onderstelling, OE == OF stralen, is OI _L EF. Verbind 
nog O met G en H, dan zijn dus OIHM en OILG koorden- 
vierhoeken Maar dan is ook: Z IHO = 4 IMO =/ ILO == 
ZL IGO, dus / OGI == / OHT. Maar / HIO —= / GIO recht. 
Ol= OI, dus A OIH @ OIG, waaruit volgt HI = GL 


We ontvingen ook nog de volgende oplossing , welke ont- 
leed is aan Versruys, Tijdechrift, Jrg. IL, 1880. | 
„Zij ABCD de vierhoek, waarvan de verlengden der over- 


staande zijden AD en BC elkaar snijden in EB, de verlengden 
van AB en DC in F. Zij M het middelpunt van den cirkel 


en G het snijpunt der hoeklijnen. Als de koorde HK in G_ 


middendoor gedeeld wordt, dan moet HK | MG staan. Volgens 
eene stelling uit de Nieuwere Meetkunde is EF de poollijn 


van G, ten aanzien van den cirkel, dus zal MG | EF staan; 


bijgevolg zullen HK en EF (/ loopen. Volgens eene andere 


stelling uit de nieuwere Meetkunde vormen FE, FA, FGen FD _ 


een harmonischen stralenbundel; daarin loopt de transversaal 
KH(/EF, waaruit volgt, dat het deel daarvan tusschen FA 
FD in G middendoor gedeeld wordt.” J. M. Priss. 
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dent” 1500. Zij D het midden der basis BC van A ABO, DE (=h) 


ne J BC, EF |! AC, EG |l AB, H het midden van DE. 
Bewijs, dat F‚ G en H in eene rechte lijn liggen. 
Oplossing. 

Trek HA // BC en Ah // ED, dan is Ah | Hh. Trek de 
mediaan AD. HA snijdt AB in 5, AD in d, AC in c. 

In A ABC is nu be // BO en d het midden van be. 
Ah=EH==DH, 4 Ahd -=/ DHd= 90°, / Adh== 4 DdH, 
dus A AdAL A Din, zoodat dh == dH, maar de =db, 
dus DRE of ch —=bH. 

Ook is Ah == HE en / Arc —=/_ EHD == 90°, 
dus A Ahce£2 A EHD, derh. / Ach =/ ELH, 
maar / Ach—=4/ EAc, dus / EAH = 4 EAc, 
dus 4 Ebe +4. Ac == 180°% zoodat om vierhoek EAch een 
cirkel kan beschreven worden. 

De cirkel om vierhoek HAch is tegelijk de omgeschreven 
eirkel van A Ach, waarvan H een punt van den omtrek is, 
waaruit op de zijden Ab, Ac en be loodlijnen zijn neerge- 
laten, en wel EG | Ab, EF |, Ac en EH | be, zoodat de 
voetpunten G, F en H in eene rechte lijn liggen, die de 
rechte van Simson heet. 


Tweede boa: 


We verbinden F met G en G met H en trekken door H 
de rechte IK//BC. Vereenigen we nog E met IL en met A, 
dan is AEIK een geliĳjkb. trapezium. Immers DH —= EH en 
IH | DE; dus is EI—=ID. Maar Ien D zijn de middens 
der zijden AB en BC, zoodat ID —= 3 AC = AK is. Derhalve 
is ook EI — AK, Dat AE/KI is, Ea onmiddellijk uit de 
gevevens. Om AEIK kan dus een cirkel worden beschreven. 
Derhalve is / AEI==180° —/ K. Vierhoek FEHK is even- 
zoo een koordenvierhoek. We hebben dus ook: 4 FEH = 
1809 —/ K. Bijgevolg is Z AEIl—=4FEH, waaruit we 
afleiden: Z AEl—/ APH =/ FEH—/ AEH, 
of ZL IEH == / AEF. 

Maar EGHI en EFAG zijn weer koordenvierhoeken, zoodat 
LIEH==/ IGH en 4 AEF —=/ FGA is, 
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Hieruit volgt: L IGH==/Z FGA. Hieruit blijkt, dat FG 


en GH in elkaars verlengde liggen. Voor A AIK is de lijn 
FGH dus een rechte van Simson. R. v. W. 


Derde oplossing. 


# 


Bewijs. Trekt men eene rechte door A en E, dan staat 


DE loodrecht op deze rechte, evenals op de basis BC, want 
uit DE | BO en DE Sh volgt: EA//BO. Verlengt men 


nu AE tot EK == AE is, dan is AKCB een gelijkbeenig tra- 
pezium, dus is / KCB == / ABC. Trekt men voorts EL // KC 
dan is AL:AE=LC:EK, dus is L het midden van AQ en 
laat men nu uit L de loodlijn LH op DE neer, dan is H het 
midden van DE en LH / CB, dus is / KCB = / ELH = 
LABO = Z FAE (de laatste als overeenk. hoeken). In de 
rechthoekige AA EFA en EHL isnuook: / AEF =/ LEH. 
Daar Z EFA, / EGA, / BGL en / EHL recht zijn, zijn 
EFAG en EGHL koordenvierhoeken, zoodat / AGF = / AEF 
en 4 LGH = / LEH is. Uit de gelijkheid van Z/ AEF en 
ZL LEH volgt nu ook, dat Z AGF =/ LGH, dus liggen 
HG en GF in elkaars verlengde, d.i: F, G en H liggen in 
eene rechte lijn. H. pe Vries. 


Vierde oplossing. 
Gegeven: BD =DC; ED | BC; EF | AC; 
EG | AB; DE =Al=h, en DH —=EN. 


Te bewijzen: F,G en H liggen in een rechte lijn. 

Bewijs. Trekken we de lijn GF door, zoodat deze DE snijdt 
in L. Nu is / BGA =/Z EFA == 90° Dus G en F liggen 
op den ecirkelomtrek, waarvan EA de middellijn is. ED is 
dus een raaklijn aan dien cirkel. 


1.DEG == RAG =S (RR Ge 5 bg EG. 
/ EAG =/ ABC als verwisselende binnenhoeken. 
LL GAF == GE = bg GF. 


Hieruit volgt AEGLx» A ELF / ( 
en AEGFz A ABC 


ae td 


r » hd 
BAN olet 1 
RSE 


} 


Ket EN 
A 
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_ Verlengen we BC en maken we AK = AC, dan is, daar 
LACB=/ EGF, ook Z ACK =Z AKC =/ EGL 
en dus AABKm A EGL... (2) 


We hebben ook /_ EAG == / ABlen / DEA == / AIB == 90° 
En dus A EGA A ABI...(3) 

Uit (1) en (2) volgt: EL: EG == AB:BK,., (4) 

Uit (3) volgt: AB: EG == AB: AI...(5) 

Uit (4) en (5) volgt: EL. BK = AE. AI. 


NAR — DIS 5 BK , waaruit volgt: 


1 
2 
H moet samenvallen. J. Homues. 


EL ==. AI 5 DE, zoodat dus het punt L met het punt 


Vijfde oplossing. 


Construeer de figuur volgens opgave. Trek door F en G 
een rechte, welke DE in een punt H snijdt, dan moet be- 
wezen worden EH’ —= DH. Trek AE; omdat ED =— ho is, 


is AE // CD; AGEH# A EFH'; want Z GEH is het com- 
plement van denzelfden hoek als £ FAG, en uit koordenvierh. 
EFAG blijkt 4 EAG =/ EFG; dusook / GEH' = Z EFH', 
ZL H == zichzelí; hieruit volgt GH : EH == EH: FH. 

Trek BE, DG, DF en EC. Omdat FEDC koordenvierhoek 
is, is LZ CFD =/ CED, en omdat in A ECB de lijn ED de 
basis loodrecht middendoor deelt is £ CED — 4 BED, dus 
ook / CFD —= Z BED, dan zijn ook de complementen der 
hoeken gelijk; d.i. / DEE = 4 EBD. 

In koordenvierhoek EFAG is / EFG == / EAG en omdat 
EA // BO is, is £ EAB = Z CBA; dusook / EFG = / CBA, 
dit afgetrokken van 4 DFE —= / EBD blijft / DFH’ == / EBA. 
Uit koordenvierh. GEBD volgt / GDE = / EBG ==/ DFH. 
Hieruit volgt A HGDo HDF, dus GH:DH=DH:FH, 
maar gevonden is GH’: EH’ —= EH : FH’, waaruit volgt: 
DH’ —= EH , zoodat H' samenvalt met het midden H van DE; 
hetgeen te bewijzen was. eed 
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Zesde oplossing. 


CA en DE zijn verlengd tot ze elkander ontmoeten in K. | 
DE —=AL =de hoogtelijn op BC. EF 1 CA, EG | AB en ve 

== het midden van DE. I is het snijpunt van AB en DE. dl 

In A AIK is G een punt van IA, F een punt van AK Rr 
en H een punt, dat op het verlengde van KI ligt. 

Als nu en X En Xx Zij = Jl is, dan volgt uit het om- 
gekeerde van het theorema van Menrvaus, dat de puuten FE, 
G en H op ééne rechte liggen. 

We trekken EA, dan is EA |} BC, omdat ED = been 


Ook is EA = DL, en / KEA = 90°. 


. FK KE? 4 
in den rechth. A KEA is FAS EKZ en in den rechth. 
GEA EAS | 
A AEI is ar Er’ des | 
FK GA HI KE? EA?, HI KE» HI D 


FA GI HK EA ER “HK TER SHE 
In A ABC noemen we BC , AC en AB respectievelijk a, 
ben c. Verder is AL = ED Zh. ED ZD 


2 
| b? Bd 
De projectie van b op a of LO = Te 
2 a ERD 
en de projectie van C op a of BL = du 
KD:AL = DC: LC of 
hel Edd a ah 
KD: A A ‚ waaruit : Dirne 
KE = KD —ED = maa benee 
DI: LA == BD : BL of 
Bee ze ha? 
DI: ik Da — —, waaruit DI br 
pe peel, ha? 0 h(c* —b?) 
dus EIZ DE — DI == Ah a rb Tat Zenpi 
ha? heek (a? Jb? NE) 


mz 





HI=DI- DES Grent) 


Het product (I) is dus = 

h? (c? ee b2) 2 h (a? EE (de c2) 
EEn Zar bti 02) 
7 herb) | “har br Fer) 

a —b? Hc? 2 (a? + b% — Cc?) 

ar — b2 +e2\? ar kb? —c2\? 

(apa) *(mpe) =tL 
zoodat de 3 bedoelde punten in ééne rechte liggen. 
v. D. War & VeERBORGH, 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 

885. Als de opstaande zijden AD en BC van een trapezium 
ABCD elkaar in E en de diagonalen AC en BD elkaar in F' 
snijden, en men Al // BE en BI // AE trekt, bewijs 
dan dat het verlengde van EF door 1 gaat. (?) 

Oplossing. 

Uit de gegevens volgt terstond, dat BEAI een parallelogram 
is. In no. 1452 (bladz. 85) is bewezen, dat EF de evenw. 
zijden middendoor deelt. Het verlengde van HEF gaat dus 
door het midden G van AB. Vereenigt men E met 1, dan 
zijn AB en El de diagonalen van het parallelogram. Deze 
deelen elkaar in G middendoor, zoodat EF met EI samenvalt, 
m.a. w. het verlengde van EF gaat door L, R. v. W. 


386. In hoeveel punten kunnen de diagonalen (zoo noodig 
verlengd) van een „-hoekelkaar hoogstens snijden ? 
(WisseLinK, 4e Verz. S 40, 2.) 

Oplossing. 
In een n-hoek kan men 4 n(n — 3) diag. trekken, waarvan 
telkens (n — 3) in ’t zelfde hoekpunt samenkomen. 


1 
zn) = 


1 
5 n>(n — 3)* oe n(n— 3) snijpunten hebben. Dan moeten 


1 EN . 
2 n(n — 3) lijnen kunnen 3 X 2 n(n — 3) 


er geen 2 snijpunten samenvalien. 
De Vriend der Wiskunde. XIII, 12 
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(n — 3) lijnen kunnen 8 (n — 3) (n — 85 dje 


(tn (0? — In } 12) 


snijpunten hebben. De (n—83) lijnen, die in ieder hoekpunt 
samenkomen , hebben echter maar Î snijpunt, nl. het hoek- 


punt, dus 7 — 1 n + 10) minder. De diagonalen hebben 
dus ook geen E n* (n — 3)? — d n(n—8) snijpunten, maar 
zoo dikwijls 5 (n° — In J- 10) snijpunten minder als er hoek- 
punten zijn, dus E n(n° —7n 4 10) snijpunten minder. Er 


zijn dus hoogstens : 
1 
gr — 3)° ina —8)— nn” — In +10) = 


nn? — 6n° + 9) —En(2n —6)— 5 n(dn? — 28n 40) 


m AE — 10n° + 35n — 34) snijpunten. 


DE Deze formule geldt niet voor den 4-hoek, daar 
de diagonalen elkaar bij een 4 hoek niet in de hoekpunten 
snijden. Immers in elk hoekpunt komt slechts 4—3 == 1 diago- 
naal. Voor n=—=4 geldt dus de formule: 


1 1 
5 (n — 3) i n(n — 3)= 


=S nn — 6n* J- In) — : n2n—6) = 5 n(n3 —6n?J-1n4-6)- 


De laatste formule gaat ook door voor n = 5, ofschoon de 
algemeene formule voor n == 5 ook doorgaat. In een 5-hoek 
toch komen in elk hoekpunt 5 —3 == 2 diagonalen samen, 
die 1 snijpunt hebben en waarvoor we bij onze eerste bere- 
kening dus noch te veel, noch te weinig geteld hebben. 


Voorn == 5 is , (n° — In +10) =0, dus gaat de algemeene 


formule voor „ == 5 ook door. À. LEENSTRA, 


384. Men vraagt de meetkundige plaats te bepalen van eon 


punt, zoodanig gelegen, dat, als men daaruit op elke 
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zijde van een gegeven A de loodlijn trekt, de voet 

punten dezer loodlijnen in ééne rechte lijn liggen. 

(K. IT. 1875.) J. L. B. 
Oplossing. 

Zij P een punt, zoodanig gelegen, dat, als men daaruit 
op elke zijde van A ABC de loodlijn trekt, de voetpunten 
D, E en F' dezer loodlijnen in ééne rechte liggen. 

De loodlijnen PD, PE en PF zijn uit P op BC, AB en 
AC neergelaten. Nog is getrokken de rechte DEF en de 
lijnen PB en PA. 

We hebben nu / FEA =/ DEB (overstaande //). In 
vierh. PEAF is / PEA —=/Z PFA =90°. Om dezen vier- 
hoek kan dus een cirkel beschreven worden. (PA == middellijn). 


Hieruit volgt: Z FEA =/ FPA(= ; bg FA). 
In vierhoek PBDE is / BDP == 4 BEP = 90°, 


Om dezen vierhoek kan dus een cirkel beschreven worden 
_ (PB = middellijn). Hieruit volgt: 


L DEB = / BPD(= ; bg BD). 


We hebben nu achtereenvolgens gevonden : 
LFEA=/ DEB, LFEA=/Z FPA en / DEB =/ BPD 


Hieruit volgt : BeRB A LRBED: 
Tellen we hierbij L APD = Z APD, 
dan vinden we: {DPF —=/ APB. 


In vierhoek PFCD is / PDC = { PFC = 90°, zoodat om 
dezen vierhoek een cirkel beschreven kan worden. Hieruit 
volgt: Z DPF —180° — £ C. Omdat £ DPF =/ APB, is 
nu ook / APB —=180° — / C, zoodat ook om vierhoek PACB 
een cirkel kan beschreven worden. Die cirkel is, omdat A, B 
en C op zijn omtrek liggen, de omgeschreven cirkel van A ABC. 

Voor elk ander punt P,, dat aan de in het vraagstuk be- 
doelde voorwaarden voldoet, vindt men, dat het op den om- 
trek ligt van den om den A beschreven cirkel. De gevraagde 
meetk. plaats is dus den omgeschreven cirkel van den A. 

V. p. War en VERBORG. 
388. Een A in de uiterste en middelste reden te verdeelen 
door eene lijn, evenwijdig aan eene gegeven lijn. 
(K. £. 1895.) J. L. B, 


180 


| Oplossing. 

Analyse. Zij ABC de A; PQ de gegeven lijn en DE, 
snijdende BC in D en AB in E,‚ de gevraagde lijn, die zóó 
getrokken is, dat A BED het grootste stuk is van den inde 
uiterste en middelste reden verdeelden A ABC. 

Verdeelen we nu BC in F in de uiterste en middelste reden, 
dan is A ABF == ABED. Trekken we vervolgens FG // PQ 
snijdende AB in G,.dan is FG ook // DE. 

Verder is A BEG A BED, zoodat we hebben : 

A BFG: A BDE = BG? : BE? 


of A BFG: A BFA == BG? : BE? 
Maar ABFG: A BFA=BG : BA. 
Dus BG? : BE? = BG: BA 

of BG:BEESSn ln: BAN 


zoodat BE? =—=BG xXBA is. Het punt E is nu gemakkelijk 
te vinden. | 

Constructie. Verdeel een der zijden, b.v. BC in F in de 
uiterste en middelste reden. Trek FG // de gegeven lijn PQ, 
die AB (of AC) in G snijdt. Bepaal op AB een punt HE zoo- 
danig, dat BE middelevenredig is tusschen BG en BA. Trekt 
men nu ED // GF, dan zal DE de gevraagde lijn zijn. 


R::vc ame 


389. Van een vierhoek ABCD is bekend : straal omgeschreven 
cirkel OA, een diagonaal BD en hoek diagonalen a. 
In den vierhoek kan een cirkel beschreven worden Dien 
vierhoek te construeeren. (K.I. 1895.) J. L. B, 


Oplossing. 
Onderstellen we, dat vierh. ABCD de gevraagde is, en dat 
de diagonalen AC en BD elkaar in I snijden. Zij / BIC =a. 
Maak CE == AB en CF == AD, dan loopen BE en FD beide 
|| AC. De punten E en F kunnen dus geconstrueerd worden, 
omdat de cirkel en de diagonaal BD bekend zijn. Daardoor 
zijn ook BF en DE bekend. Neem CG = CE op het verlengde 
van DC en CH = CF op het verlengde van BC, dan is 


DG = BH, omdat in vierhoek ABCD een cirkel kan worden 
beschreven. 
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Nu is / EDC =/ CBE = bg CE en dus / EDC 4 / CBF 


— 3 bg KCH (bekend). Pa ook / DCE = 5 bg DAE (bekend) 
en daar / DOE —=/ CGE + / CEG isen Z CGE = £ CEG, 
is ook ZL CGR, / DOE (bekend). 


Eveneens is £ FHC = 5 L BCF (bekend). 


We kunnen dus A DGE en A BFH met de zijden DG 
en BH tegen elkaar leggen. Er is dan bekend de hoek, dien 
de zijden DE en BF met elkaar maken, deze zijden zelf en 
de hoeken, welke de diagonaal uit het snijpunt van DE en 
BF maakt met de zijden tegenover deze bekende zijden. De 
vierhoek, die door het naast elkaar leggen van A DGE en 
A BFH gevormd wordt, kan dus geconstrueerd worden. 

Gegeven. OA is straal van den omgeschr. cirkel van vier- 
hoek ABCD. BD is een diagonaal van dien vierhoek, £ CID 
—= a == hoek, dien de diagonalen met elkaar maken. 

Constructie. We eonstrueeren den cirkel met den gegeven 
straal, trokken daarin B‚D,—= BD , eonstrueeren £ D‚B,E, 
=aen „BD, F, =180°—a, deelen £ D‚F,E, door ie 
en Z B,E,F, door E‚Q middendoor. | 

ZL D,F‚P is dan de in de analyse bedoelde, £ CGE en 
LB,E,Q de daar bedoelde / FHC. (Om niet te veel lijnen 
in de figuur te krijgen, zullen we de rest afzonderlijk con- 
strueeren. 

Maken we B‚F, =B,F, en B‚E, =D, E,. Construeeren 
we daarna op B,F, een cirkelsegment, dat B,E,Q bevat 
en op B‚F, een segment, dat £ D‚F ‚P bevat. Het snijpunt 
K dezer segmenten verbinden we met B,, E, en F,. Maken 
we daarna / KE,C, =/C,KE,, dan is BC, een zijde van 
den gevraagden vierhoek. Maken we nu B Or BEG GOE 
is C,K een zijde van den vierhoek. Construeeren we nu nog 
D,A,=C,K en verbinden we C, met D, en B, zoo ook A, 
met B, en D,, dan is vierhoek A,B‚C,D, de gevraagde. 

De constructie is onmogelijk, indien BD ) 2A0 is. 

J. Homuss. 


NA, VE 
ACER Terr 
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De rekenkundig middelevenredige, de meetkundig middel- 
evenredige en de harmonisch middelevenredige 
tusschen twee lijnen. 


Wij beschouwen 
de 2 lijnen als de 
evenwijdige zijden 
AB en CD van 
een trapezium. Zij 
AB de grootste. 
Nu is het gemak- 
kelijk te bewijzen, 
dat een lijn in het 
trapezium , even- 
wijdig aan CD en 
AB, grooter dan CD en kleiner dan AB is, en grooter is, 
Nt zij dichter bij AB ligt. 

Trekt men uit het midden P van AD een evenwijdige Tel 
zoo is deze de rekenkundig middelevenredige tusschen AB en 
CD, want nu is AB — BQ = PQ — OD. 

De meetkundig middelevenredige zal de evenwijdige lijn MN 
zijn, die het trapezium in 2 gelijkvormige deelen verdeelt. 

Immers wij moeten hebben DC:MN = MN:AB, en onder 

deze omstandigheid zijn de trapeziums MNCD en ABNM ge- 

lijkvormig , wijl zij tevens gelijkhoekig zijn. De evenwijdige 

lijn FG, door het snijpunt EB der diagonalen gaande, is de 

harmonisch middelevenredige tusschen AB en CD. Trekt men 

namelijk uit D en F lijnen evenwijdig aan CB, zoo is 
AH:FL == AE: FD == AE: EC = AB: CD 

dus (AB —FG): (FG —CD) == AB: CD, 

zijnde het kenmerk, dat AB, FG en CD gedurig harmonisch 

evenredig zijn. 

Nu is het een merkwaardigheid in de figuur, dat de meet- 
kundig middelevenredige lijn tusschen de beide andere middel- 
evenredigen, en de rekenkundig middelevenredige het dichtst 
bij de grootste evenwijdige zijde AB ligt. Wij hebben namelijk : 

1. DO:AB =S CHEEA SS DE EPA dus De 

2 DCEMN ME INAS „ DM {MA. 
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3. DC:MN )ò DC:AB, 
dus: DM:MA ) DF: FA 
maar DM + MA = DF + FA, dus DM ) DE, 
4, Eindelijk is nog DE 
Hieruit volgt het zooeven beweerde. Dit in verband ge- 
bracht met hetgeen in het begin is opgemerkt, zoo vinden wij 
Rekenk. middelevenredige > meetk. midd. ) harm. midd., 
eene eigenschap, die gewoonlijk rekenkundig bewezen wordt. 


Verder is: 
DOM AD sr AC CE __ CD __ AB +CD 
Mir AR tam ABT AB 
Maar FE = EG = 5 FG, wat gemakkelijk te bewijzen is, dus 
DC: „EG = (AB + CD): AB 
of DO: FG ==} (AB +CD): AB 
of DOE ODO ADB, 


De trapeziums DCGF en PQBA zijn dus gelijkvormig. 

We hadden ook DC:MN=MN: AB 
zoodat nu ook FG :MN=MN: PQ 
geldt, en dus ook de trapeziums FGNM en MNQP x zijn. 
_ De laatste evenredigheid leert ons, dat de meetk. middel- 
evenredige tusschen 2 lijnen meetkundig middelevenredig is 
tusschen de rekenk. middelevenredige en de harmonisch mid- 
delevenredige , welke eigenschap ook direct volgt uit de reken- 
kundige formules voor de 3 middelevenredigen. 

’s Hertogenbosch, Mei 1998. P. J. Bos. 


(Zie: „De Vriend der Wiskunde”, IX, bl. 112; bl. 149 
no. 996 en blz. 179 no. 1009 en 1010. In de fig. bij 1009 
en 1010 is de lijn GH onjuist geteekend. Ze moet iets lager 
liggen, dus niet door O gaan.) 


BIBLIOGRAPHIE. 
W. H. Wisserink, Vraagstukken ter Oefening in de Algebra. 
Tweede stukje. Zevende verbeterde druk. . . . f 0,50 
TL. vaN ZANTEN Jzn., Leerboek der Algebra, ten gebruike bij 
het onderwijs voor Ambachtslieden. Derde druk . f 0,40 
P. Noordhoff. 1898, Groningen. 
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Eenige formules ter berekening. 
(lets voor Vrienden der Wiskunde.) 


Gegeven een gelijkb. driehoek, waarvan de opstaande zijden 
met 7, de basis met b, de hoogte met Ah worden aangeduid, 
zoo wordt gevonden, 
als de tophoek 40° is: 

her 6h Re. DADA in 
U KS rè 2 
als de tophoek 20° is: 
h2__rv3J6h be Ah 
rn sh sn A2 
als de tophoek 12° is: 
h2__rv/(5 +25) + 3h(rö +1) 





ra 4h (v5 JI) 
EA be_hvstl-rvöt2r5) 
rn hu5 4-1) 


Gewis loont het de moeite van deze vrij eenvoudige formules 
het bewijs te zoeken en te vinden. Echter schijnt het te zijn „tot 
hiertoe en niet verder”. Of weet een goede Vriend der Wiskunde 
er raad op en kan hij tot eene oplossing der vergelijkin- 
gen komen, en, eerst h, dan b in r uitdrukkende, de zijden 
van den ingeschreven regelm. 9-hoek, !8-hoek en 30-hoek 
construeeren uit den straal ? Ì TS. 
top/_ 40°. top/s 200% top Zn 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°“ October 1898 franco 


1521. 


1522. 


1523. 


1524. 


1525. 


bij den Redacteur A.J. vaN Breen te Arnhem 
worden ingewacht, 


Iemand laat te Amsterdam, tegen den koers 1 Sig 


en ijk provisie, 4°/, effecten (uitgedrukt in francs) 
koopen, waarvan de coupons onderworpen zijn aan 
eene belasting van 20°/. Als de koers der coupons 
gemiddeld f 47,50 per 100 francs is, hoeveel zuivere rente 
geven die effecten dan? (Zooals bekend is, is in de 
effecten-rekening 1 fr. standvastig —= f 0,50.) 
(Hoofdacte Leeuwarden, 1896.) H VERHAGEN. 
Een kapitaal, groot f 13280, groeit in 6 jaar met 
sameng. intrest aan tot f 19076,45. Bereken het jaar- 
lijksch °%/, op 0,01 nauwkeurig. (Toepassing van ver- 
korte bewerking ; worteltr. volledig inleveren.) 
H. VERHAGEN. 
Bewijs, dat de som van 2 op elkaar volgende derde- 
machten, die geen van beide door 3 deelbaar zijn, een 
Y-voud is. 
(WisseLink, IVe Verz., $ 36, 2) H. VERHAGEN. 


1 1 1 
Bewijs. dat. wanneer de getallen ——, —r— eN 
Bies! 5 atb’ ade A +e 
eene rek. reeks vormen, ook a?, 5? en c° eene rek. 
reeks zullen vormen. H. VERHAGEN, 


(VersLuys, Rek. vr voor meer gev., bl. 79.) 
A heeft aan zeker werk eenige dagen gearbeid. In 5 
maal zooveel tijd had B, die de rest voltooit, het ge- 


2 
heele werk kunnen afmaken. Als B nu 55 maal zoo” 
veel heeft afgedaan als A, in hoeveel dagen kan ieder 


dan afzonderlijk het werk afmaken, als B 195 dag lan- 


ger heeft gearbeid dan A ? H. VERHAGEN. 
(RAADERSMA, Rekenb. IV, no. 55, bl. #2.) 


1526. 


1527. 


1528. 
1529. 
1530. 


1531. 


1532. 


1533. 


1534. 
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Iemand heeft f 8000 op hypotheek genomen à 5 °/, 


'sjaars. Als hij in 4 jaar alles wil afdoen en elk jaar 
evenveel aan kapitaal met intrest wil betalen, hoeveel 
moet hij dan elk jaar aflossen en hoeveel rente betaalt 
hij telkens? (Nauwk. op 1 cent.) H. VERHAGEN. 
A werkt 5 ‘dagen en 5 uren, B 6 dagen min 6 uren. 
Het daggeld van A is f 1,20, dat van B/1. Als 
ze samen f 11,90 verdienen, hoeveel uren per dag 
heeft A dan gewerkt, als deze per dag 1,2 maal zoo- 
veel uren werkt als B? v, D. War & VERBORGH. 
(WisseLiNK, Grepen II, 1888, bl. 41.) 

In elken vierhoek, waarin een cirkel kan beschreven 
worden, liggen de middens der beide diagonalen met 
het middelpunt van den ingeschreven cirkel in eene 
rechte lijn. Bewijs dit. % RD 
(Van een examen.) (*** melde van welk ex. P) 

Trek in een A ABC tusschen de opstaande zijden AC 
en BC evenwijdig aan de basis AB eene rechte DE, 
die gelijk is aan de som der stukken AD en BE, en 
bereken de lengte dier lijn DE, als BO —=a, AC =b 
en AB = c is, | 
Een A ABQ te construeeren uit A, (== straal in- 
geschreven cirkel) en c — b. 

(Prerersen, Meth. & Theor. 334 ) 

Uit de gegevens c, c—b en C—B een A ABC te 
construeeren. (Petersen, Meth. & Theor. 335.) 

T'vree gelijke cirkels M en N snijden elkaar in A en B; 
door A is eene rechte getrokken, die cirkel M in D 
en cirkel N in E snijdt. Bewijs, dat cirkel O op AB 
als middellijn beschreven DE in F' middendoor deelt. 
Twee gelijke cirkels M en N snijden elkaar in A en B, 
Uit A als middelpunt wordt een cirkel beschreven, die 
cirkel M in D en E en cirkel N in C en F' snijdt. 
Bewijs nu, dat B, C en D in eene rechte lijn liggen. 
Evenzoo B, E en F. 

Op een vierkante plaats, die 1 HM. lang is, worden 
2 paden ieder 4 M. breed bestraat. Hoeveel M? moet 
darrtoe bestraat worden, als de paden in de richting 
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der diagonalen loopen en ieder de plaats in twee ge- 
lijke deelen verdeelen ? 
(Versuuys, Hndbk. d. VL. Mtk. 3 dr. Gem. Vrgst. 33.) 
1535. Zie blz. 39, Eindex. H. B. S. 1897. Stelk. no. 2. 
a ’ 5 „KOP, 
1537. De waarden van z, y en z te vinden uit de vergelijkingen : 
edytez4l, edy? Jet =125, Ta 168: 
(H. B. S. 1875, 1882.) 
1538. Herleid: 


1 1 

al 2 BN ed AE DS 4 

V [2 vite y dN 22 v agt 
ti 2 Bi YSy 


log (£°) 
1589. Oplossen : BER 


(104) log « 


1540, Iemand wil zijn huis verkoopen. A biedt f 48000 te 
betalen over 12 jaren; B wil gedurende 12 jaren aan 
het eind van ieder jaar f 3200 betalen ; C biedt f 10000 
contant en aan het einde van elk der eerste 7 jaren 
f 3400. Wie doet het voordeeligste bod, als men den 
interest van het geld op 4°/, stelt ? 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 

400. Twee gegeven lijnen snijden elkaar in O. Op de eene 
js een punt A, op de andere een punt B willekeurig 
aangenomen, en daarop een A ABC met gegeven hoe- 
ken geconstrueerd. De / C is gelijk aan den hoek 
bij O en ligt met hem aan dezelfde zijde van AB. 
Bewijs, dat C altijd op dezelfde door O gaande rechte 
ligt, hoe men A en B ook nemen moge. HEP 


BIBLIOGRAPHIE. 

Dr. A. Benrmem Gz. en T. Nisenmurs, Rekenkundige Vraag- 
stukken voor zooveel noodig naar typen gerangschikt Tweede 
Verzameling. Vierde stukje. Vierde druk . . . f 0,35 

s-Gravenhage, Joh. Ykema, 1898. 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
390. Kan men een A construeeren, wanneer daarvan gegeven 
zijn: 1°. de basis, 2°. een hoek aan de basis en 3° de 
bissectrix van den tophoek. Zoo ja, hoe? 
J. L. BerTon. 
Na de plaatsing dezer opgave verwees een onzer lezers naar 
„De Vriend’ VI, 1891, bl. 260, no. 175, alwaar we mee- 
deelden, dat we door toepassing der trigonometrie eene ver- 
gelijking van den Gen graad vonden. Eene elementaire op- 
lossing is er niet. 


391. Als van A ABC het hoogtepunt H, het middelpunt van 
den ingeschreven cirkel IT en het zwaartepunt Z in lig- 
ging gegeven zijn, kan men dan daaruit A ABC con- 
strueeren ? Zoo ja, hoo? J. L. Berron. 

Van dit vrgst. ontvingen we nog geen oplossing. 


392. Twee plaatsen A en B zijn door een rivier verbonden. 
Uit A vertrekt een boot, welke op het oogenblik van 
vertrek een signaal met de stoomfluit geeft, dat te B 


É 8 
gehoord wordt. 7 minuten en dn seconde, nadat het 


signaal gehoord wordt, komt de boot te B aan. Als 
de boot 20 KM. per uur aflegt en de snelheid van het 
geluid 330 M. per seconde is, hoever ligt A dan van B? 
(Cadet 1897.) 
Oplossing. 
Het signaal wordt gegeven te A op het oogenblik, dat de 
boot vertrekt. Boot en geluid gaan dus gelijktijdig uit A 


naar B. De snelheid van het geluid is 330 M. per sec. en de 
20000 5 





snelheid der boot 20 KM. per uur of —__- 3600 — — 25 M. per 
29 
seconde. Het geluid gaat dus Db of EK zoo snel als de 


5 
9 


boot. De boot had dus a deel van den afstand afgelegd , 


toen het geluid te B werd gehoord. Op dat oogenblik me 


gen en doetditin 7 m. dn 8. 





de boot dus nog Se 
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er sec., dus legt de boot den geheelen afstand af in 
297 4672 5 
292 XII see. = 432 see. Per sec. doet de boot 55 M., dus 


is de geheele afstand 432 X 5e == 2400 M. of 2,4 KM. 
H. pe Vries. 


393. Voor een tooneelvoorstelling kost een plaats le rang 

f 2,—, 2e rang f 1,50, 3e rang f 1,— en 4e rang f 0,50. 

De totale ontvangst bedraagt f 750, terwijl op den 3den 

rang driemaal zooveel personen zitten als op den vierden ; 

op den tweeden rang zitten twee en een half maal zoo- 

veel personen als op den eersten, en op den eersten 

zitten 50 personen meer dan op den vierden. Hoeveel 
personen zaten op elken rang? (Cadet, 1897.) 

Oplossing. 
Waren er op den eersten rang 50 en op den tweeden rang 
25 x 50 of 125 personen minder geweest, dan zou er in het 


geheel f750 —50Xf2—125Xxf 150 = f 462,50 ontvangen 
zijn. Dan waren er op den eersten rang zoo dikwijls 2 per- 


1 
sonen, als op den tweeden 25 X2=—=5; op den derden 3 X 2 


— 6 en op den vierden 2 personen. Er werd dan ook zooveel maal 
2Xf2H5XfL50H6XfLH2Xf0,50=f18,50 betaald. 
De ontvangst was f 462,50 of 25 x f 18,50. 

Op den eersten rang zaten dus 25 X 2 + 50 — 100 personen; 
op den tweeden 25 xX6 + 125 = 250; op den derden 25 X 6 
== 150 en op den vierden 25 X 2 50 personen. 

J. B. Bakker; R. v. W. 


394, Een rentenier leent aan drie personen A, B en C elk 

een som gelds tot een gezamenlijk bedrag van f 30000; 

A moet 3, B 3,5 en C 3,75 °/, jaarlijksche rente be- 

talen. Nu ontvangt de rentenier jaarlijks f 990 interest 

en van A evenveel als van B; hoeveel heeft hij aan ieder 
geleend? (K.M. A. Breda, 1897.) 

Oplossing. 
Daar A en B evenveel rente betalen, verhouden hun kap, 
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zich als 35 tot 3 of als 7:6. Gemiddeld betalen zij dus. 


(7.3 J-6. 3,5): (7 +6) = 37 lo 
8 27, 

Ee 52 lo 
de totale rente DS z:f 900 = f 969, bedragen. Ze is f 990 


Gaf C dat ook, dus 85 — 3 minder, dan zou 


of 20 gl. meer. Dit is or, van het aan C geleende 


52 
kapitaal. C leende dus 100. f205 : Ee f 4000; A en B 
samen f 26000; À 5 526000 = = f 14000 en B f 12000. 


Ra vaa 
395, Iemand verkoopt van zekere waar — 5 gedeelte tegen 54 


cent de KG., de helft met 20 °/, ie en daarna de 
rest. Hoeveel °/, is op de rest gewonnen of verloren, 


als de geheele winst 15 ol, en de gemiddelde verkoops- 


prijs per KG. 67 cent bedraagt? (K. M.A Breda, 1897.) 
Oplossing. | 
De geheele winst is IE ol, de gewiddelde verkoopsprijs per 


KG. 67 cent, dus de inkoop per KG. En X 100 cent == 60 cent. 


8 
De helft is met 20 °/, winst verkocht, dus voor en x 60 cent 


100 
== 712 cent de KG. 

Elke 8 KG. brengt hem bij verkoop 8 X 67 cent — f 5,36 
op. Van die 8 KG. verkoopt hij 1 KG. voor 54 cent en 4 
KG. voor 4 X 72 eent == f 2,88, d.i. samen f 0,54 + f 2,88 = 
f 3,42. De rest of 3 KG. heeft dus bij verkoop f 5,36 — f 3,42 
of f 1,94 opgebracht, terwijl ze 3 X /0,60 of f 1,80 gekost 
heeft, zoodat op die rest f1,94 — f 1,80 of f 0,14 5 is. 

0,14 


Op die rest is dus gewonnen, en wel — X 100 =7% ol 


1,8u 
v.D. WaL & BE 
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396. Het getal 23,45 is geschreven in het achttallig stelsel 
en het getal 23,45 in het negentallig. Druk het verschil 
van beide breuken uit in het tientallig stelsel. Als dat 
verschil tot eene decimale breuk wordt herleid, wat kan 


dan omtrent het repeteeren dezer breuk worden opge- 
merkt? (K. M. A. Breda, 1897.) 


Oplossing. 
BRENTA 
23,45 (negent.)=2X9 +3 de 7 (tient.) 


23,45 (achtt.) Ee Eee 9 (tient) 


sn id Ee 
Verschil = 2 — ( 5) — (E- I= 
î à 5 539 
z=2— PED leng 1,9851638, 
De noemer der laatste breuk == 2°.3°*, zoodat men bij 


herleiding een gemengd repeteerende breuk krijgt, waarvan 
6 decimalen niet repeteeren, terwijl de periode 1 cijfer bevat, 
nl. 1,9357639. C. Brva; Beunpers; J. H. S.; R. v. W. 


Tweede oplossing. 


23,45 (8-t.) — 23 gene aon 


100 
dn 
23,45 (9-t) — 23° 


an 19e, zt RE = het gevraagde verschil. 

Herleiden we dit verschil tot een decimale breuk, dan wordt 
deze een gemengd repeteerende. 576 =2° x3°. Bestond de 
noemer uitsluitend uit factoren 2 of 5, dan zou de decimale 
breuk niet repeteeren, bestond de noemer uitsluitend uit fac- 
toren 3 of andere factoren dan 2 of 5, dan zou de decimale 
breuk een repeteerende zijn. Nu de noemer uit beide soorten 
factoren bestaat, is de decimale breuk een gemengd repetee- 
rende. De factor 2° is deelbaar op 10% en maakt dat de 
decimale breuk 6 cijfers, die niet repeteeren, achter het deci- 
maalteeken krijgt. De factor 3? maakt, dat er een 7de cijfer 





(6) =2ln 1 10-4) 
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achter het decimaalteeken bijkomt, dat repeteert. 

539 en 576 zijn onderling ondeelbaar. 

539 __p millioenstedeelen (p= getal, dat 6 cijfers achter 
28,2 32u rr 9 _______het decimaalteeken heeft). 

De 9 maakt nu dat er 1 cijfer bijkomt, dat repeteert. 


v. D. War & VeERrBORGH. 





897. 's Morgens te 5 uur vertrekt een rijtuig uit A naar B 
met een svelheid van 200 Meter per minuut. Na aan- 
komst te B houdt het 1 uur 20 minuten stil en keert 
vervolgens naar A terug, nu evenwel met eene snelheid 
van 250 Meter per minuut. Te 9 uur 10 minuten (dien- 
zelfden morgen) komt het rijtuig een voetganger tegen, 
die 50 minuten later dan het rijtuig uit A was vertrok- 
ken met een snelheid van 80 Meter per minuut. Hoe 
groot is de afstand van A naar B? 

(Marine, 1897.) 
Oplossing. 

Om 9 uur 10 min. is het 4 uur 10 min. geleden, dat het 
rijtuig, en 3 uur 20 min., dat de voetganger uit A vertrok. 
De laatste is dan 200 min onderweg geweest en heeft dus 
200 x 80 M.—= 16 KM. afgelegd. 

Op de terugreis doet het rijtuig 250 M. per min. ; het zal 
dus (16000 M.: 250 M.) x 1 min. =64 min. na de ontmoeting 
te A aankomen. 

Het is dan 9 u. 10 m. J- 64 m, = (OQ uur 14 min. 

Het rijtuig is dus in ’t geheel 5 uur 14 min. weg geweest 
en heeft 5u. 14m. — lu. 20m. = 3 uur 54 min, —= 234 min. 
gereden. 

Daar de snelheden van heen- en terugreis zich verhouden 
als 4:5, staan de tijden tot elkaar als 5 en 4. Voor de heen- 


reis besteedde het rijtuig dus EX 234 min. — 130 min., zoo- 


dat de afstand van A naar B 130 x 200 M. = 26 KM. bedraagt. 
J.H. S.; Lenstra, v. D. Wan & Versoren; R. v. W. 


398. Van welke 2 getallen, die 288 verschillen, is het kleinste 
gemeene veelvoud 2040? Beredeneerd op te lossen. 
(Marine, 1897.) 
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Oplossing. 


Zij d de GGD. der beide getallen, dan kan men ze voor- 
stellen door p.d en g.d. waarin p en q onderling ondeel- 
baar zijn. (p > q) 

Hun verschil is dan p.d—g.d=(p—g) Xd. Hun KGV. 
is gelijk aan hun product, gedeeld door hun GGD., dus 
p.d.g.dj:d=p.g-d. 

Nu is d ook de GGD. van het verschil en het KGV. der 
twee getallen ; immers p —q en p.g zijn relatief priem, om- 
dat een willekeurige factor van p wel voorkomt in p.q, 
maar niet in q, dus ook niet in p —gq. Bijgevolg is d de 
GGD. van (p—g).d en p.q.d, dat is van 288 en 2040. 

De GGD. der twee getallen is dus dezelfde als die van 288 
en 2040; deze is 24, zoodat we vinden: 

p—q=288:24=12 en p.g—= 2040:24 585, 

We hebben nu 85 te ontbinden in 2 onderling ondeelbare 
factoren, die 12 verschillen. We vinden 85 =85,1=17.5. 
Alleen het laatste paar voldoet. 

Derhalve is p = 17 en g — 5. De getallen zijn 

17.24 = 408 en 5.24 —= 120. R. v. W. 


Tweede oplossing. 


Het KGV. der beide getallen is 2040 == 2°,3.5.17. Beide 
getallen zijn deelers van 2040. Zoeken we nu al de deelers 
van 2040, 


B, 10; 20, -40 
15; 80,- 60, 120 





Tied 0e 130 
45 102, 2045 408 
85, 170, 340, 680 
255, 510, 1020, 2040. 
Daar de getallen 288 verschillen, is een der getallen grooter 
dan 288. 
De Vriend der Wiskunde. XII 13 


14 A MER 
Van de gevonden deelers zijn grooter dan 288: 340, 408, 
680, 510, 1020 en 2040. Verminderen we deze getallen ach- 
tereenvolgens met 288, dan vinden we de resten : 
52, 120, 392, 222, 732 en 1752. 
Vergelijken we deze getallen met de boven gevonden deelers, 
dan blijkt, dat alleen 120 een deeler van 2040 is. 
De beide gevraagde getallen zijn derhalve 120 en 408. 
W. H. DeeLMAN; v. D. War & VERBORGH._ 


Een Examenvraagstuk. 


Men vraagt, als m een gegeven geheel getal is, geheele 
getallen a en b te vinden, die voldoen aan de vergelijking : 
Jen Evel 
mats 
Hoeveel oplossingen zijn mogelijk ? 


Oplossing. 


Ea 


| 
ì 


nen Tee 


| 


3 aim Rim 





8 8 
8 8 

I 
Nl Oje Oije 


|I 





a 
| 
S 


am m? 











Dus: bz=m + 


(a — m) (b — m)= m*. 
Derhalve moet x? ontbonden worden in 2 factoren, welke 
factoren ieder vermeerderd met m, de gevraagde getallen 


opleveren. 
Verder als op bl, 145. C. F. A. ZERNIKE, 
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GOEDE OPLOSSINGEN , 
der Opgaven 1481—1500, 385—398, 1501—1520 en 399 
zijn ingezonden door : 

A. G. d B., 1486—90, 95-—98; 1508, 9, 12—16, 18—20. 

J. B. Bakker, 1485, 86, 88, 89; 385, 393 -95; 1501—8, 6; 
13, 15, 16. 

S. P. M. Beunders, 1482, 85, 86, 90, 92, 93, 95—98; 385, 93—98; 
1501, 6; 7, 138—16, 18—20. 

C. Brug, 1486—93, 95—97; 385, 86, 92—97; 1501, 2, 4, 6; 
9, 13, 15, 18, 20; 399. 

W. H. Deelman, 1482, 83, 85, 86, 88—93, 95, 96; 39295, 
97, 98; 1501—7, 9, 10, 12—20; 399. 

J. Graver, 1487—1492 ; 1501—7, 9, 10, 12—20; 399. 

J. Hommes, 1482, 84—90, 92-1500; 385—89, 92—98; 
1501—10, 12, 13, 15, 16, 18—20; 399, 

A. Lenstra, 1482—93, 95—98; 385—S$8, 92-98; 15019, 
12, 13, 15 —20; 399. 

P. H. van Roozendaal, 1481, 85 — 90, 92, 93, 96—98; 1501—3, 
5—7, 10, 12—16, 19, 20. 

J.H. S, 1481, 82, 84-93, 95—1500; 385, 87, 88, 9298; 
1501—6, 8, 9, 12—20; 399. 

E Siegers, 1483—90, 92, 93, 95—98; 38583, 92-98; 
1501—10, 12—20. 

H. de Vries, 1482, 85-—93, 95—98, 1500; 385, 87, 88,92 —96, 98; 
1501—10, 12—20; 399. 

R. v. W., 1481—1500; 385—88, 93—98 ; 1501—3, ó—10, 
12—20; 399. 

C. Wisse Czn., 1486, 93; 1501, 2, 6; 9, 15 —20. 

V.d. Wal & Verborg, 1482, 83, 85— 98, 1500 ; 385 —88, 92—98; 
1501—10, 12—20 ; 399. 
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Meetkundige Constructies. 


De betrekking, die er bestaat 
tusschen de stralen der cirkels 
om en in een driehoek en den 
afstand der middelpunten van 
die cirkels is, als R en / de 
stralen zijn en d die afstand is, 

d=v(R? —2Rr). 

Dit bewijst men aldus: Zij M 
SN (fig. 1) het middelpunt van den 
cirkel om den driehoek ABC. 
Laat uit M een loodlijn MO op 
AC vallen en verleng die tot zij 
den cirkelomtrek in D snijdt. Dit punt D moet dan een punt 
zijn van de bissectrice in den hoek B. Zij nu verder DQ een 
middellijn van den omgeschreven cirkel, dan is MQ = R. 
Wanneer nu de bissectrice uit B getrokken wordt tot D, dan 
moet in die lijn ook het middelpunt gelegen zijn van den in- 
geschreven cirkel. Trek verder in den hoek A ook de bissec- 
trice, dan zal het snijpunt m van die beide bissectrices het 
middelpunt van den ingeschreven cirkel- en Mm de afstand der 
middelpunten van die beide cirkels zijn. 

In den A MDm, verkregen door nog de lijn mD te trek- 
ken, is de hoek D { 90°, want de boog QB is { 180°, Hier- 
uit volgt: Mm? == MD? + mD? — 2MD Xx PD, 
of dèz=R? +mD?—2R XPD. 

Trekt men nu nog de koorde AD, dan zal deze lijn gelijk 
zijn aan de lijn mD, want: 


L DBC — L ABD = 3 bg DC 





Fig. 1. 


L DAO = bg DO 


dus ABD = Z DAO. 
Am een bissectrice zijnde, is / BAm= £ mÄÂO. 
Uit deze beide laatste vergelijkingen volgt: 
ZL ABD + / BAm==/Z AmD 
LDAOH-/ OAm =Z mAD, 
dus Z. mAD == Z AmD, waaruit volgt AD = mD. 
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Verder weten wij dat mD? == AD? = QDXOD —= 2RXOD is. 
Substitueeren we dit in bovenstaande vergelijking , dan ver- 
krijgen wij: d?=R?+2RXOD—2RXPED, 
of d? =R? —2R(PD — OD) = R? — 2R X OP. 
Wanneer men nu uit m een loodlijn op AC laat vallen, 
dan is deze lijn — OP, dus OP = mK = r de straal van den 
ingeschreven cirkel. We krijgen alzoo de volgende algemeene 
formule : dè =R? —2Rr, 
of d=v(R? —2Rr) =v R(R-—2r). 
Volgens deze algemeene formule kunnen wij besluiten, dat 
d de meetkundige middenevenredige is tusschen R en R— 2r, 
welke het maximum van waarde zoude hebben, als # == 0 
konde zijn, terwijl het minimum zoude zijn, als R—2r == 0 


md En was. 


Het eersfe kan niet plaats hebben, want dan zoude de in- 
geschreven cirkel een punt zijn, terwijl bovendien ook nog 
het middelpunt van dien cirkel op den omtrek van den om- 
geschreven cirkel zoude gelegen zijn. 

Had daarentegen d de kleinst mogelijke waarde, dan vallen 
de middelpunten der cirkels samen en zijn derhalve concentrisch. 

Denken wij in fig. 1 een lijn AM, dan moest dat, in dit 
geval, de bissectrice in den hoek A zijn, omdat M het mid- 
delpunt ook van den ingeschreven cirkel is. 

Verder zal dan MO de straal van dien cirkel moeten zijn , 


dus MO =iR =—=r. Wij verkrijgen dan een rechthoekigen 


driehoek, waarin / AOM == 90° en AM == 2MO0 is; het is 
derhalve gemakkelijk te bewijzen, dat in dit geval de gegeven 
driehoek gelijkzijdig moet zijn. | 
Beschouwen wij den geliĳkzijdigen driehoek als een bizondere 
soort van een geliĳkbeenigen driehoek, wiens basis gelijk is 
aan een der opstaande zijden, dan kunnen wij uit de figuur 
afleiden, dat de middelpunten van de beide cirkels in de lood- 
lijn moet liggen, die door het toppunt gaat; dat verder, als 
de bazis van een gelijkbeenigen driehoek kleiner is dan een 
der opstaande zijden, dat dan het middelpunt van den ingeschre- 
ven cirkel onder het middelpunt van den omgeschreven ligt 
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en dit punt meer en meer nadert, naarmate de bazis grooter 
wordt. Is de bazis gelijk aan een der beenen, dan hebben 
wij gezien, vallen de middelpunten samen. Wordt de bazis 
nog grooter, dan valt het middelpunt van den ingeschreven 
boven dat van den omgeschreven cirkel. De grootste bazis 
zoude dus de middellijn van den omgeschreven cirkel zijn. 
Nemen wij eens aan, dat ons van een rechthoekigen A de 
hypothenusa en de straal van den ingeschreven cirkel gegeven 
waren , om daarmede den driehoek te construeeren. (Zie no. 
1447 , blz. 77 van dit tijdschrift.) 


v 





Zij AB, fig. 2, de hyp-o 
thenusa, dan is dit de middel- 
lijn van den omgeschreven 
cirkel. Laat M het middel- 
punt van dien cirkel zijn. 
Trek OP loodrecht op AB 
door M, dan zal P een punt 
zijn van de bissectrice in een 
hoek, die aan den omtrek 
van den boog AOB is gelegen. 

Als nu de gevraagde drie- 
hoek gelijkbeenig moest zijn, 
dan moeten de beide middelpunten in de lijn OM liggen en 
dan voldoet AOB aan de voorwaarde van een rechthoekigen 
driehoek in den halven cirkel, maar als BD den boog AO 
middendoor deelt, dan is MK de straal van den ingeschreven 
cirkel en wij zijn niet overtuigd, of dit overeerkomt met de 
opgegeven waarde van r. Nemen wij daarom eens aan, dat 
de top van een driehoek in H, buiten de lijn OP, ligt, en 
BL den boog AOH middendoor deelt, dan zijn HP en BL 
bissectrices, Z het middelpunt van den ingeschreven cirkel en 
ZG, loodrecht op AB zijnde, is dan = r. Nu toont ons de 
figuur MZ =d) AG =r. 

Dus wij komen tot het besluit, dat in dit geval de meet- 
kundig middenevenredige van R en (2R—r) =d } is dan 7. 
Dit geeft ons de volgende constructie in fig. 3. AB de mid- 
dellijn of de hypothenusa, M het middelpunt, ME == 
v(R: — 2Rr), OP door M loodrecht op AB, dus Peen punt 


Fig. 2. 
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van de bissectrice uit den rech- 
ten hoek, MK de straal van 
den ingeschreven cirkel (d'e vol- 
gens het bovenstaande { ME 
moet zijn). Trek ZZ! AB, 
dan zijn Z en Z'’ ook pun'en 
van de bissectrice en dus de 
middelpunten van den inge- 
schreven cirkel. Wanneer wij 
nu over de punten P en Z of 
En | Z' een lijn trekken, dan zal 
Fig. 3. deze den cirkelomtrek in C of 
C’ snijden, dat de top wordt van den gevraagden driehoek. 
De beide driehoeken ABC en ABC’ zijn congruent, want 
„PXM=/BXC en /PXM=L AX'C, dus ook £ BXC = 
„AX, XM = X'M, dusook BX — AX en L BCP == AGP 
dus XM = XM, dus ook BO = AC’, AB = AB en £-BOA =S 
L BCA, dus A ABC2 A ABC’ de gevraagde driehoek. 
D. DeeM: 


OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1501—1520. 
1501, Iemand gaat van P over Q en R naar S. Vermindert 





hij zijne snelheid te Q tot op zi dan komt hij 4, doet 


hij dit te R,‚ kan komt hj 2 uur later te Saan, dan 


anders het geval zou zijn. Hoe lang is de weg van 

P naar S, als de afstand P—Q 2,5 en P—R 15 KM. 

bedraagt ? H. VERHAGEN. 

(J. VersLuvs, Rek. Vr. voor meergev., bl. 106, no. 3.) 
Oplossing. 


Door bij Q zijne snelheid tot op : te verminderen heeft hij 


voor den afstand QS 13-maal zooveel tijd noodig, als eerst. 
_ Het verschil is 4 uur, dus had hij eerst 6 en later 10 uur noodig. 


Door bij R zijne snelheid tot op 7 te verminderen heeft hij 


voor den afstand RS 1-maal zooveel tijd noodig, als eerst. 
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Het verschil is 2 uur, zoodat hij eerst 4 uur en later 


6, uur noodig had. QS verhoudt zich tot RS als 3:2. 


QR tot RS als 1:2 
RS == 25 KM en PS = 40 KM, 
P. H. v. ROOZENDAAL. 


Tweede oplossing. 
Als hij zijn snelheid te Q tot op 5 vermindert, komt hij 
4 uur later te S aan; houdt hij echter zijne gewone snelheid 
tot R‚ dan komt hij 2 uur later te S. Hieruit volgt, dat 


2 


3 of 15 uur later dan bij gewone snel- 


hij te R zal zijn 4 — 2 


heid. Daar nu 25 Re 15 is, kan men zeggen, dat hij van 


R naar S tweemaal zooveel tijd verliest als van Q naar R, 
waaruit blijkt, dat RS tweemaal zoo lang is als QR. 


PR is 15 KM. en PQ is 2 KM., dus QR = 16 —25 


of 125 KM, en bijgevolg is RS = 2 X 125 of 25 KM. PS 
is alzoo 15 +25 of 40 KM. J. GRAVER. 


1502. Een heer heeft zijn vermogen van f 30000 op intrest 
gezet à 4 oJ, ’s jaars en gebruikt daarvan jaarlijks 
f 4680. Na hoeveel jaren zal zijn vermogen verteerd zijn ? 
(NB. We nemen aan, dat hij aan 'teind des jaars de 
f 4680 van zijn kap. afneemt.) 
(Idem , bl. 98, no. 25.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
Zijn vermogen is 
aan ’teind van het le jaar 1,0425 X f 30000 — f 4680 
) À „ » 2e „ 1,0425° x-f 30000 — 
(1,0425 x f 4680 + 4680). 
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Zoo voortgaande blijkt, dat hij na verloop van # jaren nog 
op intrest kan zetten : 


Bel ED 
BOERB /30000 —(1,0425° =H 1,0425" “H...Hi) 


x _f 4680 
v 1,0425°— 1 
of 10425” xf 30000 — Pogpg rj X 4680. 
Dit bedrag moet nul zijn. Men moet dus hebben: 
7 _ 1,0425° — 1 
104257 x f 30000 = oz X 4080 
1,0425° x 1275 = 1,0425° x 4680 — 4680 
x _ 4680 
waaruit 1,0425" = 5405 
„ — log 4680 — log 3405 
EE log 1,0425 
log 4680 = 3,6702459 
log 3405 == 3,5321171 _ 0,1381288 __ 7.64 
0,1381288 Be) UISUTGIS Te 
log 1,0425 — 0,0180761. 
Na 7 jaren kan hij nog uitzetten: 
1,0425” — 1 
7 Et ke Á == 
1,04257 x f 30000 rodzs 1 X{ 4680 
57 57 
ARDLOEL BET 1,04257 Xx f 80117 Es f 290!,38. 


Zet hij dit bedrag tegen 44 °/, op intrest, dan kan hij na 
verloop van het 8e jaar nog beschikken over 
1,0425 x f290!,38 — f 3024,69. 
Moet hij het geld eerder gebruiken, dan zal bijna 8 maanden 
na het 7e jaar zijn kapitaal verteerd zijn. 
In elk geval is na verloop van 8 jaren zijn vermogen tot 
nul gereduceerd. Rava 


1503. In eene opklimmende meetk. reeks van 6 termen is 
het verschil der uiterste termen grooter dan vijfmaal 
het verschil der middelste termen. Bewijs dit. 

(Idem, bl. 84, no. 41.) H. VERHAGEN, 
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Oplossing. 

In algemeenen vorm heeft men voor een meetk. reeks van 
6 termen: le term —=a, laatste term — ar* ; de middelste 
termen zijn ar? en ar?. We moeten nu aantoonen, dat 

ars —a)5(ar® — ar*). 
Merken we op, dat beide leden dezer ongelijkheid kunnen 


gedeeld worden door a(r — 1) en zonderen we dien factor af, 


dan bekomen we: 
radrs dr? ird1)5r?. 
Hiervoor schrijven we: ri 41e? rr? or? en na 


deeling door #°: 7? he Jr en 195. Daar nu de 
som van een getal en zijn omgekeerde steeds 22 is, ZOO 


1 
heeft men 72 alan ne +1 nd 5, maar het teeken = 


geldt alleen voor /= 1 en dit is piet overeen te brengen met 
de uitdrukking „opklimmende reeks”, Men heeft dus in elk geval: 


red Ee Hr 5 L-1)5 en teruggaande vindt 


men hieruit: ars —a>5 (ar —ar*) w.t.b. w. 
H. pe VRIES. 


Opmerking : Deze stelling is een bijzonder geval van de 
meer algemeene: In eene meetk. reeks van 2n termen is het 


verschil der uiterste termen grooter dan (2u — 1) X het ver- 
schil der middelste termen. 


Bewijs: Zij gegeven de meetk. reeks : 


a, ar, ar?, ar3,... enz.,...ar ‚ar 


die 2n termen telt, dan zijn de middelste termen : 


n—l n 
ar en ar … 


We moeten nn aantoonen, dat 
reel > (2n — 1) (ar —ar" —Ĳ) is 
We volgen daarbij denzelfden gang als in het bijzondere 
geval. 
Stellen we: gren—Î Th farte ZENE 1 


203 


De leden der ongelijkheid deelende door a{r — 1) verkrijgen we: 
Ene Ajan 8 an Af 
veert Jr vam 


Na veranderde rangschikking van het le lid, waarin 


r — 1 ge middelste term is, komt er: 
Bir Sr RA enz. .… 
er nie artnde N al, 

Deeling van beide leden door ih geeft : 


ne Gs { 


n— 2 
1 





) + 


n—ì 1 1 
(7 ot aje 
Zooals men licht in zal zien is het aantal termen in het 
le lid, die gevormd worden door de som van een getal en 
zijn omgekeerde, =n— 1 en daar elk dezer n — 1 termen 
> 2 is, zal de ongelijkheid waar blijven als men aan m de 
waarde (n—1)X2H1l=—?2n— 1 toekent. Men heeft dus: 
("Tik f ("TO fs ) Al, SEZ. 


er,d en 








+ ( rd n) J- 1) 2n —1, waaruit men, teruggaande, door 
vermenigvuldiging afleidt : 


Bra > (2n — 1) Ee wt be wi 
Opmerk.: 1. Het is niet mogelijk eene nadere waarde voor 
m te bepalen, zoolang niets omtrent de waarde van r is 
gezegd, immers kan r oneindig veel waarden, elk )} 1 hebben, 


terwijl toch en Ep ie): of elke willekeurige term, 
r 


(3, of eenig ander getal boven 2, blijft, 


2. voor rekenkundige waarden Ò 1 van 7 heeft men steeds 


1 
(r+) of (or) of, on.) 2, zoodat de stelling 
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ook doorgaat voor de „afdalende’’ meetkundige reeks, die 
trouwens niets anders is dan de „opklimmende” in omgekeerde 
volgorde. Daarom is ook het woord „opklimmende” in de 
opgave overbodig en weggelaten in de meer algemeene stelling. 

3. Voor r==1 zijn alle termen gelijk en geeft de formule : 


es ee … sen 


2n —Ì 
ar 


n n—l 
—_azar —ar 0. 


H. pe VriEs. 


1504, Een holle kubus kan juist 25 liter bevatten Benader 


het oppervlak van den bodem tot op : cM? nauwkeurig. 


(Hoofdaete Arnhem '84.) 


H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


We drukken ribbe, grondvlak en inhoud uit in dM, dM? 


en dM?, Daar de oppervlakte van den bodem tot op Zeh, 


nauwkeurig moet zijn, m.aw., daar de fout bij de berekening 
kleiner dan 0,005 dM?. moet wezen, dienen we van het ant- 
woord drie decimalen volkomen nauwkeurig te kennen. Dit 
antwoord zal men verkrijgen, door de waarde der ribbe in 
vierkant te brengen; zij die ribbe a, dan is het grondvlak 
=a?. Nu is gegeven a% = 25, maar daar men heeft: a* = 
Bas —=B (a?)?, zoo kan men den derdemachtswortel trekken 
uit 252 == 625. De bewerking uitvoerend, verkrijgt men: 


24. 
245 
250 
2554 
2558 
25629 


192 B 625 = 8,549 
1225 512 

20425 113000 
1250 102125 

21675 10875000 
10216 8711184 

2177796 "2163816000 
10232 1971301149 

2188028 1925143851 

230661 
219033461 


Men ziet terstond, dat het volgende cijfer eene 8 zal zijn. 
Het antwoord is dus: Oppervlakte van het grondvlak = 
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8,55 dM?. met eene fout {00002 dM? wel is deze fout nog 
kleiner dan de gevraagde, maar in elk geval moest men 3 
cijfers van den wortel door rechtstreeksche bewerking bepalen, 
want daar 3n — 3 —= 4, zoo is 3n —=?7 en n)2. 


H. pe VRIES. 


1505. Bewijs, dat de G.G.D. van 999999 en een willekeurig 
getal van 6 cijfers niet verandert, als men in dit 
laatste de cijfers der eenheden en der tientallen in 
dezelfde volgorde vooraan plaatst, b.v. 275132, 322751. 
Onderzoek, of de eigenschap ook waar is, als men de 
laatste 3, 4 of 5 cijfers vooraan plaatst 
(Wisserink, 4e Verz., $ 38, 5.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


Nemen we b.v. het getal 275132, dan heeft men op grond 
van bekende eigenschappen : 
de GGD van 999999 en 275132 
is ook de GGD van 999999 en 2751320000. 
Maar de GGD van 999999 en 2751320000 is deze'fde als 
die van 999999 en 2751320000 — 2751 x 999999 
dat is van 999999 en 322751. 

De stelling is hiermee bewezen. 

Dat de eigenschap ook nog waar is, als men 3, 4 of 5 
cijfers vooraan plaatst, valt onmiddellijk in ’t oog. Achter 
het gegeven getal plaatst men dan 3, 2 of 1 nul en redeneert 
verder als boven. 

In ’t algemeen heeft men de stelling : 


De GGD van 10° — 1 en een willekeurig getul van n cijfers 
verandert niet, als men in dit getal de laatste p cüfers in 
dezelfde volgorde vooraan plaatst. 

Bewijs. Zij het getal, gevormd door de laatste p cijfers = b 

en dat, gevormd door de overige n— p cijfers — a, 


dan is het geheele getal van # cijfers = 10P xa + b. 
We redeneeren nu als volgt: 


de GGD van 10° — 1 en 10 Xa +b 
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is ook de GGD van 10° — 1 en 107? x(10Ë xa 45) 


of van 10% — 1 en 10° x a 100 
Maar de GGD van deze beide getallen is dezelfde als die 


van _ 10° —1 en 10% xa +107 TP Xb —(10* — la 
of van 10° —1 en 10° TP xb Ha. 

Daar 10°? x5 Ja het getal is, ontstaan door de laatste 
p cijfers vooraan te plaatsen, zoo is hiermee het bewijs geleverd. 


Opmerking. De stelling is zoo geformuleerd, dat zij door- 
gaat voor alle talstelsels. R. v. W. 


1506. Van twee kapitalen, samen f 8750, geeft het grootste 
à 4°/, jaarlijks 8 maal zooveel guldens rente als het 
verschil der kapitalen à 5°/, jaarlijks rijksdaa'ders 
oplevert. Hoe groot zijn die kapitalen ? 

(WisseLink, 4e Verz., $ 31, 4) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


Geeft het grootste kapit. à 4°/, ’s jaarlijks / 8 rente, dan 
geeft het verschil der kapitalen à 5 °/. 'sjaarliĳjks 1 Rijksd. 


of f 2,5 rente. Was dus het grootste kapitaal jn XV 


f 209, dan was het verschil der kapitalen Le x f100 = f 50, 


dus dan was het kleinste kapitaal f 200 —f50 =f 150. De 
2 kapitalen verhouden zich dus als 200 : 150 of als 4 : 3. 
De som der kapitalen — f 8750, dus het grootste kapitaal = 





4 6 viens vien 
513 X f 8750 == f 5000 en het kleinste kapitaal = 143 x 
f 8750 = f 3750. v. D. War & VERBORG. 


1507 Van een afgeknot prisma is het grondvlak een vier- 
kant, zijde 4 dM., en het bovenvlak eene ruit, zijde 
5 dM. Bepaal oppervlakte en inhoud van het lichaam, 
als de langste opstaande ribbe 10 dM. is 


(Verg. ex. H. d. S., Hempens & ST(ENSTER TICHEL- 


WERK , 1898.) 
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Oplossing. 


We veronderstellen, dat in de opgave een recht prisma is 
bedoeld, waarvan AB, BF, CG en DH de opstaande ribben zijn. 

Zij CG = 10 de langste opst. ribbe, dan trekken we FIL CG 
en vinden nu gemakkelijk 

GI= (FG? — FI?) =v(25 — 16) = 3. 

Derhalve is CI=BF=10—3=7. | 

Men berekent evenzoo: DH —=7 on AL =Z=7—3=4. 

De diagonalen van het bovenvlak zijn FH == BD = 41 2 
en EG =yv AOC? + (CG — AB)? | =1 (82 +36) =2 117. 

Stellen we ons voor, dat door HF een vlak wordt gebracht 
rechth. op de ribbe CG, dan kan men het afgesneden deel 
HFIG om HF laten wentelen, tot G met E samenvalt. Er 
is dan een regelm. vierzijdig prisma ontstaan, dat BF tot 
hoogte en met het oorspronkelijk lichaam het zijdelingsch 
oppervlak en den inhoud gemeen heeft. 

We hebben nu: 
oppervl. der opst. zijvl. = omtr. grondv. x BF =16x7=112 


E bovenvlak — HF XEG =2rv2x2rvl=4r4 


» grondvlak Ad 
Geheele oppervlak — 128 + 41734 dM? 
De inhoud is 4xX4X7dM?=—=1li2dM?. 
H. ve Varies; R. v. W. 


Tweede oplossing. 

We onderstellen , dat een recht prisma is bedoeld. 

Het grondvlak ABCD is een vierkant, waarvan de zijde 
—=4dM, het bovenvlak EFGH is eene ruit, waarvan de 
zijde —= 5 dM. 

De langste opstaande ribbe AE == 10 dM. 

Denken we ons door G, het eindpunt der kortste opstaande 
ribbe een vlak GMIK gebracht, evenwijdig aan het grondvlak. 

GMIK is dan gelijk aan het grondvlak GM, GH en het 
stuk MH van de opstaande ribbe DH vormen een rechth. A , 
waarvan GH —=5 dM de schuine zijde, en GM == 4 dM eene 
rechthoekszijde is. Dus MH = v(GH? — GM?) = 3 dM, 
Evenzoo vinden we KF —=3 dM. 
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Denken we ons door H en F een vlak gebracht, nl. HEN 
evenwijdig aan het grondvlak, dan vormen HN =4dM, 
HE =5 dM en NE een rechth A, waarvan HE de schuine 
zijde is. Dus NE == (HE? — HN°)= 3 dM, 

IN == MH =—=3dM, dus IE = IN + NE = 6 dM. 

Daar AE—=10dM is AI=CG= 10 —6=—=4dM. Ook is 
Alz DM =BK = 4 dM, en dus DH= BF =4dM +3dM 
= 7dM. 

We hebben dus: 

Am dO BES DHS en CG =4 dM. 


De diagonaal HF van het bovenvlak is de schuine zijde van 
den rechth. A HEN en dus=1v (NH? NF?) = 4172 dM. 

De diagonaal EG van het bovenvlak is de schuine zijde van 
den rechth. A EGI 

en dus =1v (EI? J- GI?) == (36 + 32) =2v17 dM. 

Oppervlakte van eene ruit = halve product der diagonalen, 
dus oppervlakte bovenvlak 


EFGH = SE 4 34dM?. 


Oppervlak grondvlak ABCD = 4x 4==16 dM?. 


De 4 opstaande zijvlakken zijn alle rechthoekige trapeziume. 








Oppervlak zijvlak AEFB — 4 X Ee 5 Te ANN 
7 E CDG = 4x EE — 22 dM?. 
» 4 ADHE =4x OEE 34 am? 
» » BPGO= 4x EEE 22 dM? 


Das is de oppervlakte van het geheele lichaam 
2x34 dM? +2X22 dM? 16 dM? J 47734 dM? 
== 128 dM? +4 34dM? = 151,32... dM? 
Inhoud van het lichaam begrensd door de vlakken ABCD 
en IKGM = AD XDOXCGH=4x4xX4= 64 dM?. 
Inhoud van het lichaam begrensd door de vlakken IKGM 
en EFGH bedraagt de helft van den inhoud van een prisma, 
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waarvan grond- en bovenvlak beide gelijk zijn aan het vlak 
IKGM en de hoogte gelijk aan IE. 

Vlak IKGM == 16 dM?, IE = 6 dM. 

Dus inhoud van het prisma voor zoover het boven IKGM 
gelegen is — de helft van 6 x 16 dM? dus — 48 dM? 

Gevraagde inhoud bijgevolg = 64dM? + 48 dM* = 112 dM. 

v. p. War en VERBORGH. 

Teekenen we nu naast elkaar EADH, HDCG, GCBF, 
FBAE, en onder EADH het vierkant ADCB en boven EADH 
de ruit HGFC, dan heeft men de teekening van het oppervlak. 
Men kan dan deze teekening uitknippen en omvouwen, men 
bekomt dan het afgeknotte prisma. 


1508. De som van de quadraten der zijden eens driehoeks is 
gelijk aan twaalfmaal het quadraat van den straal des 

- omgeschreven cirkels, verminderd met de som van de 
quadraten der rechten, die de hoekpunten van den 
driehoek met het hoogtepunt verbinden. A.G.p.Bb. 

(Krarper, 735.) 
Oplossing. 

Zij H het hoogtepunt in A ABC, AH =d, BH=d, en 
CH =d. Trek MB, MG | AB, MK L BC en ML 1 AC. 


Zij MG =m, MK — m, en ML = m, dan is in A MBO: 


b 
BG? —= BM? — MG? Hierin is 
1 ; | 
of AN mg” me, = 3d, 
2 REEN 2 
c: =4R Ans, mo = Daf mz Dd, 
E b2 —=4R? — 4m} 
dt 5 Bb \(v. Breen, Merkw. p. en 1. 


a: —=4R? ken vaders Aable90:) 


ar Jbt He? =12R? — 4 (mò + mj + mé), zoodat 
ar Hb? Her=l2R?—(d2 4 dj 4de), wet. bw. 
H. pe VRIES. 


1509. Uit een punt zijn twee raaklijnen tot een cirkel getrok- 
ken, waarvan de straal —= r gegeven is. Indien de 
De Vriend der Wiskunde XIL — 14 
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hoek van de raaklijnen 108° bedraagt, wordt gevraagd 
de oppervlakte te berekenen van de figuur, die be- 
grensd wordt door de beide raaklijnen en den grootsten 
boog , die tusschen de raakpunten ligt, 

5 (K. M. A. 1892.) eN 

_ Oplossing. 

Laat C het punt buiten cirkel M,‚ en 
A en B de raakpunten zijn, dan is MA 
zr en / ACB = 108°, 


schreven regelm. 5-hoek, zoodat 
AB = rv (10—215) ze: 
Trekt men MC, die AB in D snijdt, 
dan is AD de hoogtelijn van den rechth. 
A MAC, en AD—5 AB. 


Volgens bekende eigenschappen is 
MD =1v (MA? — AD?) = 


= rt (10 —21/5) =irv (64205) 





MC = MA? : MD =r* Er +2vb)=4r: (6 +25). 
De bedoelde figuur bestaat uit vierhoek MACB en den 


grootsten sector, die door de stralen MA en MB wordt begrensd. 
Oppervlak vierhoek MACB = AD. MC = 


=i P(10— 25) X Ar: (6 4205) = rvb 205). 
Grootste sector AMB = 8 zr, 


Geheele oppervlak = r* Sr +v(5—2 5) 
== 3,239 ..r?. R. v. W. 


1510. Uit een punt A van den omtrek van cirkel M wordt 
eene middellijn AMN getrokken en eene lijn PQ LAN 
of _L op haar verlengde. Uit A trekt men naar 2 
punten B en C op PQ de rechten AB en AC, die den 
cirkel respectievelijk in D en E snijden. Bewijs nu, 
dat DE anti-parallel is met BO. J. L. BERTON. 


AB is dus de zijde van den-inge- 


BR ' 
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Oplossing. 


Trek DF // BC, snijdende den cirkel in F, dan is DF … AN, 
derhalve is bg AF —= bg AD en / ADF -= / AED. Maar 
ZL ADF —=/ ABO, zoodat we ook hebben: / AED =/ ABO.» 

Dus is DE Ba ra lel met BC. 

R. v. W.; J. S. Barron. 

Opmerkingen. 1. Ons bewijs geldt AE onverschillig, 
hoe men de figuur gaat teekenen. 

2. Men zou de eigenschap ook aldus kunnen formuleeren : 

Beschrijft men uit een willekeurig punt, gelegen op een der 
hoogtelijnen van een driehoek, een cirkel, die door het hoek- 
punt gaat, waaruit die hoogtelijn is neergelaten, dan zullen 
de aanliggende zijden in twee punten worden gesneden 
zoodanig, dat hun verbindingslijn antiparallel is met de 
overstaande zijde. R. v. W: 


E. S.! Als men in een A ABC nit een punt E van AB 
eene recht ED trekt, zóó dat / AED —=/ B, dan heet de lijn 
ED antiparallel met BO met betrekking tot £ A. (Zie 
Supplement, LX 1897, bl. 30 enz.) (Van Breen, Merkw. p. 
en U. v. d. vl. A, 2e dr. 1898, blz. ). 


1511. In de opgaaf op blz. 143 staat — in plaats van <. 
In de volgende afl. zal nu de opl. komen. 


1512. Als in AABO „A=z=2./B is, heeft men 
a? =b(bHe) en omgekeerd. 
Bewijs beide eigenschappen. (K. IL. 1877). 
Oplossing. 
Gegeven: LB=2/ A 
Gevraagd: AC? = BC? + AB x BO. 
en Verleng AB met een stuk BD = BC, dan is 


LD; LABO=L A en dus AC == CD. Nu is door 


Boban van ’t theorema van STEwWART en EULER (De Vriend III 
No. 221) in den gelijkbeenigen A ACD 
AC? — AB x BD = BC? 
AC? = AB x BCO + BC? 
(Zie ook: De Vriend V, bl. 81, No. 492). 


212 


Tweede oplossing. 


a) Onderst.: LA=2XxLB. 
Stelling : a: =b(b +€). 
Bewijs: Verleng BA met AD = AC en trek CD. 
In den gelijkbeenigen A CAD is: 


LD=LDOA =S / CAB=LB, dus DO =0B =a. 


De gelijkbeenige A ADCB en DAC zijn dus 2, waaruit volgt: 
DB: DC = BC: AC of | 
(b4c):a = a:b, derhalve: a? =b(b Jc). 


b) Onderst.: a? =b(b+c) 
Stelling: LA=2xXLB. 


Bewijs: Verleng CA met AD = BA en trek BD dan is | 


CD =b Je. 
Uit de onderstelling volgt de evenredigheid : 
(be)ed — nd OON 
CD :CB = CB:CA. 

De AA DCB en BCA hebben een’ hoek (nl. £ C) gemeen 
en daar de zijden om dien hoek in beide A A evenredig zijn, 
zijn de AA DCB en BCA wo. Uit die gelijkvormigheid 
volgt : LID ACH ARMEE (1) 

__In den geliĳjkbeenigen A DAB heeft men : 


LDL ABD=j LCAB dus in verband met... (D 


CBA =5 /. CAB, of wat hetzelfde is 
/: CAB. = 2 XZ GBA: 
v. D. War en VERBORGH. 


1513. Construeer een A, waarvan de tophoek (a), de bissectrix 
van den tophoek (b) en de straal van den ingeschreven 
cirkel (7) gegeven zijn. (K. 1. 1879.) 


Oplossing. 


Analyse: Zij A ABC de gevraagde A, waarin Z A, 
AD =w, en ME == © hare gegeven waarden hebben. 
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Het middelpunt M van den ingeschreven cirkel is bepaald door 
2 meetk. pl. De eerste is de bissectrix volgende uit / A, de 2e 
is eene rechte FG//AB (of F'G'// AC) en daarvan verwijderd 
op een afstand =p. Uit de plaats van M en de waarde van 
p volgt nu de ingeschreven cirkel en BC is een raaklijn door * 
D (uiteinde van w‚) aan dien cirkel. 


Constructie. Teeken een / == À en trek zijn bissectrix. 
Trek eene rechte evenwijdig aan een der beenen op een af- 
stand — p (binnen den hoek). Deze rechte snijdt de bissectrix. 
Beschrijf uit het snijpunt een cirkel met straal — o en geef 
de bissectrix AD de gevraagde lengte. Trek door D een raak- 
lijn BC (of B'C') aan den cirkel, die de beenen van Z A ont- 
moet in B en C, dan voldoet A ABC (A AB'C') aan de vraag. 

Het bewijs volgt uit de constructie. 

Opm. 1°. Bij mogelijke constructie ontstaan in ’t algemeen 


2 congruente AA. 


2e, Er zal één (geliĳkbeenige) A ontstaan, wanneer D op 
den omtrek des cirkels valt. Alsdan is DM—=EM =p. In 
é TM EAR 8 
elk geval is EE et In ’t onderstelde geval 
: RA RE 1 sind A 
is dus AD=w, Sn TA TAP of: w FL in tA EA 





AD is dan zoo klein mogelijk ; voor kleinere waarden van 
AD is de constructie onuitvoerbaar. 


32. De constructie wordt eveneens onmogelijk voor waarden 
van AD die j 2AM zijn. Immers als AD =2AM is loopt 


BC // AC (resp. B'C'// AB), want in A BAD is dan BM bis- 
seetrix van / ABD, en M het midden van AD , zoodat dan 
A BAD geliĳkbeenig en / BDA = 4 BAD = £ DAC is, 
dus BD//AC. Voor AD ) 2 AM loopt de rechte BC zoodanig, 
dat het snijpunt C niet meer op het been van LZ A zelve maar 
op zijn verlengde valt. De cirkel is alsdan aangeschreven 
aan A ABC en AD is dan buitenbissectrix van / À. 
Deze gevallen hebben dus plaats bij: 
2p 


w ee 
A, sin LA 
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Resumeerende hebben wij: 








ep (1 + sin} A) RR 
1) OA AM ra ‚ of w Bte RR 
4 _ (tl +-sin {A 
b) 1 (geliĳkb.) A, als w= TTS 
2p p (1 J sin JA) 
Oale nn als ar rr ren 


H. pe Veres. 


1514. In een cikel is eene koorde getrokken, die een boog 
van 75° onderspant Hoe lang is die koorde, als de 
straal van den cirkel « is? 

Oplossing. 
Zij bg AB = 75°, en bg AF —= 90°, dan is bg BF = 15° 
1 


= zi X 360° en dus is de loodlijn BE, op straal MF neer- 


gelaten, de helft der zijde van den regelmatigen koorden- 
twaalf hoek in den cirkel ABC. 
Deze rechte BE drukken we uit in 7. Men heeft: 
Ee ZES Ls 2 _— 1 0 
donk at rv (ár a) |- Voor n= 6 isa, =r en 


DBV ad Lr —_r var? — r2)| —=yv(2r: —r°py3) 
| —=ryv(2—13) 
voor BE vinden we derhalve: ir v(2—y3). 
Trek nu BD 1 AC, d.i. BD //MF , dan is vooreerst : 
DM BIES v(2—1v3), dus is AD =r— Dr (2v3) 


=ir|2r 2-3), 


A ABC is rechthoekig in B en daar BD 1 AC staat, heeft 


men: AB? =ACXAD, of, daar AC = ar is: 
„AB? == 2n xira ve —3)| ln 2 (23) 


Derhalve is AB=r u |2 ve 3) | —=1,2175...r. 


v. p. War en VerBorem; H. pe Vries, 


eN 
As 


is 1 rt 
Praise 
ed kee 


Aon tet 
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Tweede Oplossing. 

Zij in cirkel M AB een koorde, onderspannende een boog 
van 75°, en straal MA =r, trek dan koorde AC = AB; 
Zij D het snijpunt van BC en AM, dan is Z BMC 150° dus 
/„_ MBD 15°, maar / BMD 759, dus  BDM=90°. Trek 
uit M een Jijn ME makende met DM een hoek van 60° en 
snijdende BD in E,‚ dan is Z EMB15° dus EM =—=EB; en 
volgens een bekende eigenschap der rechth. AA EM = 2DM; 
maar dan is DE=DMrvS, 

DB =DE 4+EB = DM 3 +2DM = DM (2 J-1/3). 

Maar BD? + MD? —= BM? 

ofDM2 2 1/3)? J DM? = DM? 8 J4y3) == r? 
en DM? = ze (2—v3) 


1 fa 
mn 2 en WE | ‚_n yd he kn „ 
BD? =rt DM =rt gr (2D) (54443) 
AD=r— DM = pir (2 v3)=r 15 var 3) 

Ea 
40 k EN eef Te mg 
Nr 15 ivs-v2 „3)| 
el 
2_—= 2 Peen ed 
Maar: BD: =r (54142) 
Dus AB? == AD? 4 BD? =r? leer) 


en AB=ry |2-vt2- rl. 5m. s 


Derde oplossing. 

| AB te bepalen. 

AQC = zijde ing. 12 hoek =rv(2— v3) 

BC == zijde ing. 8 hoek =rv(2— v2) 
AD =v (4r? —2rt Hr? v3) sr v(2d-rv3) 
BD = yv (4r2 —2r? Hr v2 erv? J-1v/2) 

CD x AB == BO x AD + AC x BD 
DAD v(4-2v2t2rvs 0) 
ravit 22-236). 
Hieruit volgt: 


AB= 5" Va 22236) + 


Va H 22-2310) 
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14785. + 0,9564…. |= 5 r(2,4349) =1027 


E. SreGeRs. 
Vierde oplossing. 

Zij AB die koorde en M het middelpunt van den cirkel, 
dan is / AMB == 75° en MA == MB == r. 

De // A en B zijn ieder (180° — 75°): 2 = 52° 30’. 
„ Trekken we nu AC zoodanig, dat 4 MAC = 45° is, dan 
valt AC binnen A AMB. Als we verder MD | AC trekken, 
dan is / AMD ook 45° en £_ CMD —= 75° — 45° == 300, 

Noise SMA? 5 ir 7/2 en MD ook. 


Verder is MC —=2CD, dus MD? = MC? — CD? =3CD?. 


Bijgevolg is CD° — MD? en rt 
1 
dus CD = ir rv 6 en MC ik v6. 


BC = MB — MO =r— ir 0 gr (8-10). 


AC =AD + CD= jr 2 + Envoi 82 J- 1/6). 


Volgens het theorema van Stewart heeft men: 
BC. AM? + MC.AB? =MB(AC? + BC. MO) 


waaruit AB? = [xt (AC? + BC. Ee — BO. AM? | ‚MC = 
En E a (2413) 45 ir 62) 
578 — 0) |:3 u 6 
ee ar 263): Er/6 oe ir (8-1-2221). 


1 
Bijgevolg is AB = sere (8 +2 2-26) =1,2175. 
P. H. v. RoozenNpaaL; R. v. W. 
1515. Een zeker getal, kleiner dan 140, wordt in 2 ver- 
schillende talstelsels voorgesteld door 89 en 55. Welk 


getal en welke talstelsels worden bedoeld ? 
(Bos, Alg. IL, bl, 69, no. 76), 
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Oplossing. 


Voor algebraïsche oplossing stellen we, dat 89 in het 
m-tallige, 55 in het „-talllge stelsel geschreven is, dan is: 


bn 5 =8mH9, bn = Em +4, nm Et 
gta Lt op dan is 3m 44m bpenme=p 1E 
» Ey dan is 2p — 1 == 3g en pat 


1 | 
» LEL ordanisg=2r 1, pdr, 


m=br—3, n=Er — 4. 
Omdat uit de opgave biĳlkt, dat m en „ positief moeten 


zijn en m9 en Bm 9140 d.i. m& 165, voldoet alleen 


r=3, waardoor m == 12 en n —= 20 is. 
Het getal is8x12J9=5X20 +5 103. De talstelsels 
zijn dus het 12- en het 20-tallige. TEAN: 


Omdat het vraagstuk uit een leerbeek voor Algebra is 
genomen, is vermoedelijk bovenstaande oplossing bedoeld. Voor 
de hand ligt evenwel het volgende. 

Prekken we 5 van het getal af, dan wordt het in ’teene 
talstelsel door 84, in tandere door 50 voorgesteld. 84 is dus 
een 5-voud; dan moet 8 maal het getal, dat het talstelsel 
aanwijst een 6, dat getal zelf dus een 2 of 7 op den rang der 
eenheden hebben (in ’t 10-tallige stelsel). 

Omdat nu het getal kleiner dan 140 is, moet het talstelsel 
het 2-tallige, 7- of 12-tallige zijn. Omdat in ‘tgetal een 8 
komt is het dus het 12-tallige. Het getalis8 X 12 + 9 = 105 


en 55 staat in het Ee D 





— 20-tallige stelsel. J. H.S. 


1516. Bepaal 2 termen in de reeksen : 
1, 8, 15, 22,... enz. en 3, 14, 25, 36,... enz. 
die geliĳk zijn. (Bos, Alg. III, bl. 70, 78). 
Oplossing. 
131042 te: (T-vouden + 1) 
3, 14, 25, 36... (Ll-vouden + 3). 


P Sns ek lt 
„ le 


SIEN es | de 


„ 


We moeten nu een 1l-voud J-3 bepalen, dat tegelijk een 
T-voud + 1 is. 
3 = 7-voud + 5 

14 == 7-voud J- 3 + 11 = 7-voud 

14 H 11 == 7-voud 4 11 = 7-voud +4 

14 +- (2 X 11) = 7-voud J- 4 J- 4 = 7-voud +1 

36 is dus ‘teerste getal. 
t Volgende get, = 36 +7 XxX 11 =113 
Het getal is dus van den vorm 77 on 36 
waarin 4 =—= 0, 1, 2,. E. Srecers. 


Tweede op Le 


De beide reeksen zijn rekenkundig, wier verschillen resp. 
{ en 11 zijn. 
De gevraagde termen kunnen dus worden voorgesteld door 


Uv} 1 en 1ly 3. 
we moeten dus de onbepaalde vergelijking Tw J- 1 = 1ly +3 





of 7r—=1ly J-2 oplossen, waaruit Sv : 
sen =p, dan is 2 = p-leng=p+ 
Neemt men nu LT dan vindt men: 


pl; y=ig3en sv—=llg +5. î 
Stelt men hierin g=0, 1, 2 enz, dan komt er: 
“=5, 16, 27 enz. 
Tv +1 =36, 113, 190 enz. 
De gevraagde termen zijn dus: 
36, 113, 190 enz., in ’talgemeen 36 J-n. 77. 
R. v. W. 


1517, Een wijnkooper mengt eenige liters wijn à f 0,90 den 
L. met 70 L. van eene betere soort en verkoopt het 
mengsel met 5°/, winst voor f 156,45, Had hij 1! L. 
meer genomen van de minste soort en 5 (9) L. minder 
van de beste soort, dan zou het mengsel hem per L. 
evenveel gekost hebben. foeveel L. heeft hij genomen 
van de Iste soort en wat was de prijs van 1 L, van 
de beste soort? (Toel. Ex. Univ., 1897). A.G. p. B. 
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Na de plaatsing van dit vrgst. op bl. 144, vernamen we, 
dat 5 L onjuist was en bekwamen daarna het blaadje met de 
gedrukte ex. opgaven (1517—1520), waarop 9 L voorkomt in 
plaats van 5 L. (Op den omslag van afl, 4 deelden we zulks 
mee.) De verandering van 5 L in 9 L geeft echter geen andere 
antwoorden, zooals uit onderstaande oplossingen a) waarin 
5 L minder en b) waarin 9 L minder van de beste soort 
genomen is, te zien is, terwijl de bewerking dezelfde blijft. 


Oplossing. 


a) Hij verkoopt de partij met 5 °/, winst voor f 156,45. 

De ink. is dus ze Xx f 156,45 = f 149. 

Hij koopt # L à 90 cts, den L en 70 L à y ets. den L, 
dan is 90x + 70y—14900. Eén L van dit mengsel kost dus 
14900 , : ‘ 

2 +10 cts. EAS hij # + 11 L à 90 ets en 65 Là y cts, 
dan kost het mengsel per L evenveel. Hij heeft dan (# + 76, L. 
(w + 76) 14900 5 


Dat in dus 2 70 ts. 
90z + 65y +990 = ere en 90e + 70y = 14900. 


Hieruit volgt: 
(90x + 709) : (OOz J- 654 + 990) = (w + 70) : (w + 76) 
(990 — 5y): 6 = (90e + 709) : (wr + 70) 
(198 —y): 6 =(18z + 144) : (# + 70) 
(2772 — 14y) : 84 = (182 J 149) : (w + 70) 
(2772 J 182): (154 Hw) = (2772 — 149): 84 
LS el == (2772 — 144) : 84 
dus 2772 — 14y =18 Xx 84 = 1512, dus 
14y —= 2772 — 1512 = 1260 en y= 1260: 14 = 90. 
Een L der 2de soort kost dus ook 90 ects, 70 L derhalve 
70 X 90 ets = f 63, zoodat de 1ste partij f 149 — f63 = f 86 
kost. Eén L kost 90 cts., dus was de le partij 


(f.86 : f 0,9) x 1 L= 950 Le 
W, H. DeEELMAN. 
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b) Hij verkoopt de partij met 5°/, winst voor f 156,45. 

0 
De ink. is dus On Xx f 156,45 = f 149. Hij koopt x Là 90 cts. 
den L en 70 L Àà y ets den L, dan is 90x + 70y = 14900, 


Een L van dit mengsel kost dus es, cts. 


“70 
Neemt hij z +11 L à 90 ets. en 61 L à y cts., dan kost 
het mengsel per L evenveel. Hij heeft dan (w +72) L. Pat 
k (rz + 72) 14900 
ost dus 


2d 70 


902 + 61y 4 990 = (ez + 72) 14900 


ete en 90w + 70, == 14900. 
Hieruit volgt: 
(9Or + 704): (9Or + 61y + 990) = (w J- 70) : (@ +72) 
(990 — 9) : 2 = (90r H 70y,: (re + 70) 
(990 — 94): 20 = (Or + 74): (w + 70) 
(110 —4):20 = (Ir + TY): (9x 4630) _ 
(170 — 74): 140 = (Oz + 74): (9x + 630) 
(770 H- 9x) : (770 J- Iz) = (770 — 74) : 140 
1:t=(110 —y):20 
y—=110 — 20 = 90. 
Een L der 2e soort kost dus ook 90 cts. 70 L kosten dus 
70 Xx f0,90 = f 63, zoodat de 1ste partij f 149 — f 63 = f 86 
kost. Een L kost 90 cts. Er was dus 


f86:f0,90 of 95e keer 1 L of 95e L. 
W. H. DeEELMAN. 


Tweede oplossing. 


N. B. De gemiddelde prijs van een liter mengsel zal in 
‘talgemeen veranderen, wanneer men de samenstellende deelen 
van het mengsel in andere verhouding neemt. Alleen is dit 
niet het geval, wanneer beide soorten, die vermengd worden, 
van denzelfden prijs zijn ; alsdan blijft de gemiddelde prijs per L 
gelijk aan den gemeenschappelijken prijs per L van de samen- 
stellende soorten. Daaruit volgt onmiddellijk, dat ook de 2e 
wijnsoort per L 90 cent moet kosten. De hoegrootheid der 
le partij volgt dan door een eenvoudige berekening. 





In ’t geheel is er En xIL= 165% L. 
De tweede hoeveelheid = 70 L 
De eerste hoeveelheid En 95e L. 


R. v. W.; E. Srmoers; H. pe Veies. 
1518. Vereenvoudig 
vb 23) —v(5— 23) 


Dre EA eee en en 
vB Iv —I) 
(Toel.ex. Univ. 1897 ) A. G. p. B. 


Oplossing. 
Stel de gegeven breuk —=x, dan is: 


Ei (54-2352 3) 2 (642 35213) 
T (8-21-1182 — DH 2 (8-21 —1,(3—2—1) 
10-2113 _b—r13 
TT 62/18 31/13 
Door nu teller en noemer der laatste breuk met v13 — 3 
te vermenigvuldigen , wordt 


(1/13 —3)(5 — 1/13) _ 8113 — 28 
A en en en Eend 
TS 818 HB) A mend 
en g= Vv (213 — 1) =0,4594.… 
À. G. D. B. 


1519. Bepaal de waarde van z uit: 
6 
2 == 
3x + (3x Sz J- 2) A 
(Toel.ex. Univ. 1897.) ' A. G. p. B. 


Oplossing. 


Gaat men beide leden der gegeven vergel. met 5 — 3e ver- 
menigvuldigen, dan komt er: 
— a? +152 H(5 — 3) (Bet — Oe +2) = 6, 
of MW — 15e 6— (5 — 3) (322 — br d-2) =O, 
3 (3x? — bz +2) J (32 — 5) (8x? — be +2) =0. 
Blijkbaar is het eerste lid der laatste verge 


lijking deelbaar 
door v (3x? — 5x +2), zoodat we kunnen schrijven : 
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|3 v(3rt — be F2) HBr —5 (Vv (3x? et =0, 
waaraan voldaan wordt door 
a. v(3r? — 5x + 2) —=0. 
b. 31 (34° — Sv +2) 4-3 —5 = 0. 
In het eerste geval is ook 
(Br? — 5x H2= (34 —2) (er —1)=0 


dus 10. r=i en 20, z—=l. 


In het tweede geval heeft men : 
3 rv 34 — be 2) =5—3r 
272? — 4e J 18 = 94? — 30r + 25 
18? — 15x — 7 == {Gr — 7) (3r 4 1) = 0 


waaruit SEE Le en 49. »=— : ; 
Na substitutie blijkt, dat al de gevonden waarden voldoen 
zoodat : 
2 1 1 
01 LRE = le onz, 


A: GD. Bij ekeren 
1520. Vereenvoudig 


(VE 


Stel in de uitkomst a == 16, == 


pl 


(Toel, ex. Univ 1897) A. G. pe B. 
Oplossing. 


(ta yien) (atv) 
EA Ee ol) 


lb EL 
(Et) | ) 





Me Lr 
a a 
Ee Te ne 1 
Ane nekeer 
A, G. p. B 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


399. Twee gelijke cirkels M en N snijden elkaar in A en B. 
Om A als middelpunt is een cirkel beschreven, die M 
in D en E en N in C en F' snijdt. Bewijs, dat B, 
C en D, alsmede B, E en F in eene rechte lijn liggen. 


Oplossing. 


Zij cirkel M == cirkel N 
dan is bg AC — bg AE (in gelijke cirkels door gelijke koorden 
| onderspannen) 
bg AE =bgAD (in cirkel M door gelijke koorden 
onderspannen). 


Nu is £ CBA = 5 bgCA (in cirkel_N) =5 bg AD (in cirkel M). 
Trek DB (die dus niet door C gedacht wordt). 
Nu staat / DBA in cirkel M op bg AD, dus 

L DBA = 5 bg AD = £ CBA 


Derhalve is C een punt van DB, zoodat B, C en D in eene 


rechte liggen. 
Evenzoo is E een punt van BF, zoodat ook B, E en F in 


eene rechte liggen. 


Tweede oplossing. 


Verbindt men E met C, dan snijdt EC de rechte AB zoo- 
danig in H, dat EH =CH, want AB is de machtlijn der 
beide gelijke cirkels M en N, 
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Beschrijft men uit A een boog met straal AB, die de rechte 
BD snijdt in G en verbindt- men HE, D en G met A, dan 
ontstaan de twee congruente AA ABE en AGD, want 


/ BEA =/ GDA = 5 bg ÂB An = AD ABS 


en de hoeken BAE en GAD zijn kennelijk scherp, dus van 
dezelfde soort. Hieruit volgt: Z DGA = 7 EBA, dus ook: 
180° — £ DGA = 1800 — / EBA, 
of: ZL AGB == / EBH 
Uit AG = AB volgt: Z AGB =/ GBA 
dus is: Z GBA =/ EBH . Daar de figuur 
symmetrisch is ten op- | 
zichte van AB,zoois: 4 CBH =/ EBH \, 
dus volgt: Z GBA ==/ CBH, en daar nu A, B 
en H in eene rechte liggen, zoo liggen ook C, B en G, en 
dus ook C,‚ B en D in eene rechte. Evenzoo blijkt, dat 
E,‚, B en F in een rechte liggen. H. pe VRIES. 


Derde oplossing. 


Ond. De cirkel, uit A be- 
schreven, snijdt M in D en 
P, en N in C en Q. 

Gest. BDC en BQP zijn 
rechte lijnen. 

Bewijs. We onderscheiden 
3 gevallen : 

19. Straal AD (AB. De 
bogen, door AD en AC van 
de cirkels M en N afgesneden, 
zijn gelijk, omdat AD = AC 
en cirkel M == cirkel N is, 

Hieruit volgt, als we B met 
D en C verbinden; 





LABO =3 bg AC en / ABD = 3 bg AD. 


Derhalve is 4 ABC =zZ ABD, zoodat BC en BD samen- 
vallen. Men bewijst evenzoo, dat BQP een rechte is. 

20, ADz=AB. In dit geval vallen D en Q samen met B. 
Het gestelde is dus ook nu waar. 

3%. AD, >) AB. Op dezelfde wijze als onder 1°. krijgt men : 
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1 1 
LABO, =5 bg AC, en Z ABD, = 5 bg APD, 


Daar 3 bg AC, +5 bg AP‚D, == 180° is, zoo is ook 


ZL ABO, +Z ABD, =180°, m.a.w. D,B en BO, liggen in 
elkaars verlengde. 
(Zie ook: De Vriend VIII n°. 879 bl. 149). Bavak 


De drie middelevenredigen. 


Stelling. De meetkundig middelevenredige tusschen twee 
lijnen is meetkundig middelevenredig tusschen de rekenkundig 
en de harmonisch middelevenredigen dierzelfde lijnen. 

Bewijs (Casrr). Beschrijf op AB als middellijn een cirkel 
O, trek door een punt E van den omtrek eene raaklijn, die 
AB in D snijdt en laat EC L, AD neer. 

Dan is ED?=DBXDA, dus ED de meetk. mid- 
delev. tusschen DB en DA. 


Verder OD =3 (BD + AD), dus OD de rekenk. mid- 


delevenredige. Ten slotte is in A OED 
OE? = OC XOD, maar OE = OB, dus 
OB? =0C Xx OD en O is het midden van AB, dus 
zijn de punten C en D harmonisch ten opzichte van A en 
B en is CD de harm middelevenr. tusschen BD en AD. 
In A OED is verder DE? = DC Xx DO, g.e. d. 
Opm. Duidelijk is tevens OD ) ED » CD. 
Dit bewijs is van Casey en ingezonden door J. A. B. 


BIBLIOGRAPHIE. 
J. VensLuys. Over Methoden bij het oplossen van Reken- 
kundige Vraagstukken. Tweede stukje. Tweede verbeterde 


druk OEE Oven ba eee f 0,75. 
—_—— Rekenboek voor de Lagere School. Derde Stukje. 
Getallen van 1—100, Elfde druk … . ..-«.f 0,20. 
—_—— Idem, Zevende Stukje. Interest-Rekening, enz. 
Achtste druk . . . . « Eel de UEA ha ODA 


AMSTERDAM, 1898, A. VERSLUIJS. 
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OPGAVEN, 
waarvan de oplossingen vóór den 15°" December 1898 franco 
bij den Redacteur A. J. van Breen te Arnhem 
worden ingewacht. 


1541. Het Ze deel van een partij koren wordt verkocht voor 


f 13 en de rest voor f 11,80 den HL. Als de winsten 
op beide verkoopen zich verhouden als 20 : 3 en de 
geheele winst f 345 bedraagt, uit hoeveel HL. bestond 
dan de partij en hoe groot was de inkoopsprijs per HL.? 
(Hoofdacte Haarlem '98.) H. VERHAGEN. 
1542. Een kapitaal, groot f 640000, dat 6 jaar uitgestaan 
heeft tegen samengestelden intrest, is aangegroeid tot 
f 857661,21. Hoeveel bedroeg het aan het einde van 
het 2e jaar? (De geheele bewerking inleveren.) 
(Idem.) H. VERHAGEN. 
1543. Hen handelaar heeft bij den inkoop van rijst 8 °/, tarra 
genoten. Hij verkoopt ze met 10°/, winst per KG., 


geeft 2°/, korting, 4e of, overwicht en wint in het 


geheel 7,8°/. Hoeveel °/, tarra geeft hij ? 
(Idem) H. VERHAGEN. 
1544, Deel 12 door 3 — #3 in 5 decimalen nauwkeurig. 
(J. NAAST, Leerb. Rekenk. II bl. 187, no. 98.) 
H. Vanndeen 
1545. Iemand koopt waren, wegende bruto 500 KG., tarra 
52, tegen 61 cent de KG. netto, te betalen over 6 
md. Hij betaalt echter contant en Kn daarvoor een 
korting van 6°/, ’sjaars. Zes maanden na het inkoo- 
pen verkoopt hij de waren, die 4°/, ingedroogd zijn , 
tegen 75 cent de KG , op 4 maanden. Hoeveel is er 
met dien handel gewonnen, als hij bij den inkoop 
f 4,07 onkosten heeft en bij den verkoop f 9,80? Voor 
renteverlies rekene men 5°/, ’s jaars. 
(Idem, bl. 186, no. 90.) | H. VERHAGEN. 
1546. Van eone meetk. reeks van S termen staat de som der 
eerste twee termen tot die der laatste twee als 1 : 4096, 


1547, 


1548. 


1549. 


1550. 
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terwijl de som der middelste termen 960 is. Bepaal 
de reeks. 
(Idem, bl. 185, no. 81.) H. VERHAGEN. 
Gevraagd een cirkel te construeeren, die door 2 ge- 
geven punten gaat en eene koorde van gegeven lengte 
afsnijdt van een gegeven lijn. C. F. A. ZERNIKE. 
Als men uit de hoekpunten C en D van een vierhoek 
ABCD. en uit het snijpunt E zijner diagonalen lood- 
lijnen CF, DG en EH neerlaat op de zijde AB, is de 
CF x DG 
EH 
(VersLuvs, Meetk. Vrgst. Gev. leerl. blz. 17, no. 13.) 
W. Meijer. 
Van een eubus is iedere ribbe a centimeters. Door een 
diagonaal van het bovenvlak en het midden van een 
der ribben van het grondvlak heeft men een vlak 
gebracht. Nu vraagt men: 
1°. Het bewijs, dat de gemeene doorsnede van dit vlak 
met het oppervlak van den cubus een koordenvier- 
hoek is. 
go, Toon aan, dat de afstand der evenwijdige zijden van 
dien vierhoek de rekenkundig middelevenredige is 
van die zijden ? 
38°, Hoe groot in de inhoud van dien vierhoek? 
4°, Bereken zonder gebruik te maken van den inhoud 
van den cubus, het volumen van de beide stukken, 
waarin het vlak den cubus verdeelt. 
5e, In welke twee stukken moet het genoemde deelpunt 
de ribbe van het grondvlak verdeelen, opdat het 
doorgangsvlak ook een tangenten vierhoek wordt? 
Eindex. (B) Gymn. Doetinchem 1898). 
a. In een geliĳkzijdigen driehoek heeft men door den 
tophoek een transversaal getrokken, die de basis in 
segmenten verdeelt, welko tot elkander staan als 2:58. 
Druk de lengte van deze transversaal in een der zijden uit. 
b. Als men uit het snijpunt der transversaal met de 
basis loodlijnen op de beenen laat vallen, hoe verhou- 
den die loodlijnen zich dan tot elkander ? 


oppervlakte van den vierhoek gelijk aan : AB X 


1551. 


1552. 


1553. 


1554. 


1555. 


1556. 


1557. 


1558. 
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In een cirkel, wiens middellijn 52 eM. is, heeft men 
een gelijkbeenigen driehoek ABC beschreven, waarvan 
de zijden AC en AB ieder 48 cM. zijn. Hoe groot is 
de afstand van het hoekpunt B tot het snijpunt der 
loodlijnen ? 

Van een gelijkbeenigen driehoek is de basis gelijk aan 
de helft van een der gelijke zijden. In een hoek aan 
de basis trekt men een bissectrix, die de overstaande 
zijde snijdt. Druk de lengte der segmenten van de 
verdeelde zijde en der bissectrix in de lengte van een 
der gelijke zijden uit. | 
De middellijn (AC =2R) van een cirkel heeft men met 
een stuk (CD == 2R) verlengd. Uit het punt D trekt 
men een raaklijn (PD) tot den cirkel. Uit dit raak- 
punt (P) trekt men verder een loodlijn (PN) op de 
middellijn. Hoe groot zijn nu de stukken AN en NC 
van die middellijn ? 

In een A ABC heeft men door de zijden AB en 
AC een transversaal KL getrokken. Deze laatste lijn 
verdeelt de zijde AB in de stukken AK =2 en BK —= 
7 cM.; verder de zijde AC in de stukken AL —= 3 en 
LC =leM. Als nu de basis BO van den ‚\ 10 cM. is, 
waar snijdt dan die transversaal het verlengde van BC ? 
In een cirkel zijn twee koorden getrokken, die elkander 
rechthoekig snijden. De stukken van de eene koorde 
zijn 3 en 9 eM. en een der stukken van de andere 
koorde is 1 eM. Hoe groot is de straal van dien cirkel ? 
(1550—1555 Eindex, (A) Gymn. Doetinchem 1898.) 


Los « op, zonder een logarithmentafel te gebruiken, uit 


log8=log os, 


als het Iste lid (ws +3) en het 2de lid 10 tot grondtal 

heeft. (Van een eind examen Gymn.) ERE 

Los z en y op uit de vergelijkingen : 
Pet by=g ey en ve trvy= 

(K. M. A, 1898.) 

Als a = 28,507 en b — 13,834 is, vraagt men B (a®Jb%) 

met log van Gauss te berekenen. 


270 


1559. 


1560. 


401. 


402, 
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Een wielrijder vertrekt van A naar B en krijgt 2 uur 
na zijn vertrek een ongeluk, waardoor hij te voet zijn 


2, 
weg vervolgt met 7 van zijn vroegere snelheid. Hij 


komt nu 15 uur te laat in B aan. Was het ongeluk 
voorgevallen nadat hij 8 KM meer had afgelegd, dan 
zou hij : uur te laat in B zijn aangekomen. Welke 


was zijn oorspronkelijke snelheid en hoe lang is de weg 
van A naar B? (Cadet 1898. (Rek.) 
x op te lossen uit: 
z —0,0972} —4_ 1 
0,79946 me 
(Cadet 1898 (Alg.) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Op een partij Maryland wordt te Rotterdam achtereen- 
volgens genoten: 1°/, stille witslag,, 2°/, goedgewicht , 
179 KG. raffactie en 8°/, korting voor stelen. Als het 
goedgewicht 157 KG. bedraagt, tusschen welke grenzen 
ligt dan het netto- en tusschen welke het bruto-gewicht ? 
Antwoord : netto minstens 6890 KG., hoogstens 6935 KG. 
Bruto minstens 7904 KG., hoogstens 7954 KG. 
(KrarrerR, Handelsrekenen 654.) J. B. B. 
Wie helpt me aan het bewijs ? 

„Denkt men zich buiten langs de schuine zijde van 
een rechthoekigen driehoek eene aan elkander liggende 
rij van kleinere rechthoekige driehoekjes geconstrueerd , 
wier schuine zijden te zamen zoo lang als de eene groote 
schuine zijde zijn, dan is, zooals gemakkelijk valt te 
zien, de som hunner rechthoekszijden gelijk ook aan de 
som der beide groote catheten.” GE) 
(Prof, BoLLAND , Aanschouwing en verstand, bl. 26.) 


230 — 


Eenige formules ter berekening. 


(Vervolg van blz. 184) 


Tophoek A van geliĳjkb. A ABC 
40°; opst. zijde r; hoogte Jh; 
basis 5. 


Wordt beschreven geliĳjkb. A 
BCE, waarvan tophoek E 120, 
__ BF en CG genomen = BE = CE. 
Gelijkb. AA BEF en CEG 
A ABC, want de tophoeken zijn 
telkens 40°, 
Immers / ACB = 70° / ECB 
== 30°, dus Z GCE en zoo ook 
Fig. 4. LEBE == 40°; 
A BEF + A CEG + A AFG + A EFG = A ABC— A EBC. 
In A EBC vindt men gemakkelijk, nu BC = 5 is, 


Br = iis en DE= 4 b3 


(=BF=CG 8 
(Gu) 





Inh. A BEF —= A ABC x 














(= A CEG) fr 
ee Libre Be 
=AABCXE. == bhXg en 
ers $ 1 
Verder is ù—DESh—bv3 
A AFG + A BFG —(h—5 hr 3) ; FG 
1 
rr bs 
Se en dus ee 5 —_ 
1 
1 i LE 
zoodat A AFG + A BFG == (J — sbr8) 0. 4 





Ede 


Ae 
en 


5 931 


_Nog is. 
A ABC — A BBC =h. Sb DE. 5? —S(h—DE) 


1 1 
=zb h—gbr8). 
Uit het voorgaande volgt: 


1 1 
2 3 1 1 3 ed | 
gb Tl 


6 





2, b(h— 7 bv3) 


(vermeni v. met …) 
8 el b 


1 
2bh Xb 1 ES bv 3 1 
Er OR ___=hgh8 





72 


ix b 1 r — : bi 
rn gb) 1 — RES 


2 





2bhX : b 1 5 by 3 





Ae r 
2 
(vermenigv. mot) bhz=(h : bv3) rvì—=hrv3— : br 


b(2h + ; r)=—=hrv3 


ee 2hryvö 
TAh dr 
Ook is 3 b=v(r? — ht) of b=2v (rt —h°) 
hrs 
hi) 
derhalve 2v(r h2) = REET 
hrv3 


v(r? — h?) akin 
(r2 — h?) (4h Jr)? = Shar? 
(r2 — h?) (L6h? J Srh Jr) = 3r2h? 
rad 8r3h + 15r2h? —8rh* — 16h4 —= 3r*h? 
pr dBrah J12r2h? = rh? J 16h* 
r2 (r + 2h) (r H 6h) = 8h.h? (r + 2h) 
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he 6h 
2 (r JH 6h) =8h 12, zoodat 7 =" 5 
hr 


2h 








b? 
waaruit terstond weer volgt == 


Tophoek A 20°; opst. zijde #; hoogte h; 
basis b. 


Wordt beschreven gelijkb. (gelijkz.) A BCE, 
waarvan tophoek E dus 60°. 

BF en CG genomen — BE — CE. 

Gelijkb. AA BEF en CEG » A ABC, 
want de tophoeken zijn telkens 20°, 

Immers / ACB = 809, ZS HCH 3 60°, 
dus 4 GCE en zoo ook / FBE — 20°. 
A BEF + A CEG + A AFG 4 A EFG = 

= de ABC — A EBC 





Fig. 2. 
1 de 
Inhoud A BEF (= ACEG) = A ABO Xe pen =s bh 4e EE 
Verder is RE 


A AFG + A BEG =(h— Ì h3) 5 PG 
(r — BF) oon 


AAFG ze 
EE OASABÛ en dus FG =b5. 7 —=b. 


zoodat A AFG + AEFG=(h— ghb 








Chat A ABO — A EBC =h. 5 b — DES 


1 1 1 
Uit het voorgaande volgt: 


plees 1 v 1 r— db 
rè 2 r 


1 1 
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( vermenigv. met a) 














b 
b? 1 b 1 
hr t(hzb8). ee 
Ee 1 — b 
2h. 2 5 
bt 1 b 
hhb) 
( 5 pe 1 
vermenigv. met er) 2bh = (h— 5 v3)r 


b(2n + 5 rw3)= hr 


Oa dhr 
 Ahdrv8 


Ook is 8 b=v(r? —h?) of b=2(r? —h°) 


2hr 
2) 
derhalve 21 (r RS 4Ahd-ryv3 | 
hr 
A) 
kh Ahd- ry 3 


(r2 —h?)(4h Hryv3) =r? ht 
(r2 — h?) (16h2 J- 8rhy 3 3r?) = rh? 
3r* J8r2hr 8 13rh? — Brh? 3 — 16ht = rh? 
srt +8rihy 3} 12r2h? =Srh? 3 16h* 
r? (3r + 2h13) (rh 3) (3r + 21/8) 


re (r+2hyv3)= oe „h* 


Alzoo Ah? .8h=r? gen + 6%) 


hì_ rwv3t6h 
OE he 


; bì hr vs 
en dan is terstond gevonden ED 


x Ae tn Sel ER 
on Sd ME 
rn et Me Rek 


24E REN 





Tophoek A. 12° van geliĳkb. A ABC, opst. 5 54 
zijde r, hoogte — h,basis b. 5 
Wordt beschreven geliĳjkb. A BCE, waarvan de 3 
tophoek E 36°, 8 BRS: 
Deze constructie mag bekend worden geacht, 
evenals de opst. zijde van geliĳjkb. A met top- 
hoek 36° =de basis vermenigvuldigd : 
mot „(0/5 1), zoodat BE e= zb), 2 
BF en CG genomen —= BE = CE 2 
Gelijkb. AA BEF en CEG x A ABC want de aa 
tophoeken zijn telkens 120. A 
Immers Z ACB == 840 
[ECB == 120 
Fig. 3, dus /_ GCE en zoo ook £ FBE == 12°. 
A BEF + ACEG + A AFG + A EFG= A ABC — A EBC 


BE (= BF — CG) =$ bb} 1) en DE= zb 6 425) 


ij 2 
bas) 
Inhoud A BEF (—= A En = en TT 
ee 7 2 
| uE zb À 7 5 ijd) 
Verder is Inhoud A AFG + A EEG == (4 — DE);FG 
A AFG A ABC en dus De 
1 ed à 
PBE, rb (BEI 4 
rp r ra 





EG 
zoodat A AFG + AEFG = 
: 1 Len 5 (5 +1) ES 


Nog is A ABC — A BBO = 1.5 — DE 50 Sal 





haalt aks 


— SP(t — DE) = ib (»— Sb uvö + 2v%)) 
Uit het voorgaande volgt: 
1 ï pt 


Zg. OH + (15 (5-2 v5)) x 


( 


Beel vba Wide el Se deine $ 


EAA 
BS ur 
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À 2 

( vermenigv. met 5 ) 

1, bh? rl) 

_ wet F _ jd Dn 

shr HIP (» sbo? 5). 5 
=h bt? Vv 5) 





hartj (hg 25) } x 


rb J- 1) 
An DN 


1 
| zo (vò HI) 
e 1 2 
gr Bte (ht BH20D) 
(vermenigvuldigd met E 
Ste (hz or2rd)r 5D 





b as + at br 51) (5 +25) 
hr. 
hbar 25) 


b—= 


Ook is D= (r* — h?) of 5=2v(r? — h?) 


derhalve is: 


4 —= 2 (rt — h?) 
hus + Dt gr vÖöt 25) 
4r2 nt 
Alt 5 +12 Hr? (54245) Hd Arh(w 5 +1) (5 +245) 
== 4r2 — 4h? 


Arth? Art (5425) H16r3h (15 +1) (6 +25) 
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A 16r2h? (WB 1)? — Arth2 (64-215) 
— A6rh? v 5 HI (b 4215) — 16h*(v 5 + 1)? 


Ars(B 4215) + 167% (1/5 +1) (5 +205) 
H 162? (5 HI)? — Arte (1464205) ) 
== 16rh3 (15 +4) (5 4 215) 16ht (15 + 1) 


ri(5 425) 4 Arth 5 HD (5 +2 5)H3r2h? (51)? 
== Arht 55-25) 4 4ht (vb +1)? 


rairw(5 4-25) hl) {rv (5-2 5)t3h(v 5) | 
== Ah. ht 1). tro 205) hb) 


reebrv(5 215) 3h (ub) =h? X4h (5 +1) 
Wa _rv(642u5) + 345 +1) 


due LI A (V5 + I) 


; 5 D2_ AWB HID-r (5 +25) 
waaruit gemakkelijk volgt ze Te Aver Deenn 

Bij vergelijking dezer formules met de formules behoorende 
bij fig. 2 treft een opmerkelijk punt van overeenkomst; in de 
formules van fig. 2 heeft nl. het cijfer 2 dezelfde fanctie als in 
de formules van fig. 3 de wortelvorm 1/5 +1. Bepaaldelijk 
beantwoordt 71/3 d.i. ry/(2? — 1) aan rv(5 + 215) d.i 

rv {5412 —1| 

Voor het overige kunnen de formules van fig. 3 herleid 
worden derwijze dat dezelfde noemers verkregen worden als 
in de formules van fig. 1 en fig. 2. Door nl. in de for- 





1 } a 
mules van fig. 8 teller en noemer met 5 (vò—l) te ver- 
menigvuldigen , krijgt men: 
1 
m® ryv(10 4-25) + 6h 
r2T 8h 
2 — rv 10 4215) 
2h 
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Verder wenschen we hierbij nog op te merken, dat in het 
geval de tophoek 24° is, de formules zijn: 


1 1 
a zr Oh a Mrt 


Ee 8h de 2h 


en in het geval, dat de tophoek 30° is: 
ha ryv2d-6h b2 _ 2h—-ryv2 
EEE 
Laatstgenoemde 2 formules, die voor een tophoek van 30°, 
zijn in zoover opmerkelijk dat men hier tot 3e machtsver- 
gelijkingen komt, die (zooals vooraf te verwachten was) wel 
oplosbaar zijn. T. SyBENGA, 


Schriftelijk werk voor het Toelatings-examen tot de 
Cadettenschool (7 en 8 Juli 1898). 


Rekenkunde. 
1. Wat is het onbekende getal in den volgenden vorm ? 
6 
1 7 
Dor ge —_ == 10. 
een 
85 X0,0RD x.… (Ì/, uur.) 


II. Een bak, lang 2 dM , breed 1,5 en hoog 10 dM., is 
gedeeltelijk gevuld met water. Aan den bodem en op een 
hoogte van 1 dM., bevindt zich een kraan, die elke seconde 
8 cM? water kan doorlaten. Wanneer men er 7,2 dM* water 
bijvoegt en de kranen gelijktijdig openzet, is het vat in 55 
minuten leeg. Hoe hoog stond het water oorspronkelijk ? (Ì/, uur.) 

II. Ben wielrĳder vertrekt van A naar B en krijgt 2 uur 
na zijn vertrek een ongeluk, waardoor hij te voet zijn weg 


D | 
vervolgt met - van zijn vroegere snelheid. Hij komt nu 13 


uur te laat in B aan. Was het ongeluk voorgevallen nadat 
hij 8 KM. meer had afgelegd, dan zou hij , uur te laat in 


B zijn aangekomen. Welke was zijn oorspronkelijke snelheid 
en hoe lang is de weg van A tot BP (*', uur.) 
(Zie bl. 229 no. 1559.) 
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Stelkunde. 


IT. Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 
vv 3d-12) (B 41/3 — 2) 


ligert eva)’ 


(*/, uur.) 
II. x op te lossen uit: 
@—0,0972}—d 1 
| 0,79946° — "> =D a 
(Zie bl. 229 no. 1560.) 
III. Ontbind in factoren : 
6x? — ar 3 Hr 6 — 15. (1/, uur.) 


Meetkunde. 


IJ. In driehoek ABC is H het snijpunt der hoogtelijnen. 
Indien D, E en F respectievelijk de middens zijn van AB, 
BC en AC, en L, K en G respectievelijk de middens van 
CH, AH en BH, vraagt men te bewijzen : 

je. DL = GF =EK, 

2e. DL, GF en EK deelen elkander middendoor. (40 min.) 

II. Im een rechthoekigen driehoek ABC, rechthoekig in B, 
laat men de loodlijn BD neer op de hypotenusa AC. De 
lijnen, die hoek ABC en zijn supplement middendoor deelen , 
snijden de basis en het verlengde respectievelijk in E en F. 
Als AD = 9 en CD == 4 cM. is, hoe groot is dan de straal 
van den omgeschreven cirkel van driehoek EBF? (40 min.) 

III. Van een vierhoek ABCD, die in een cirkel beschreven 
kan worden, is gegeven: AB =4, AD =5 en BD = 6 cM. 
Indien de diagonaal AC hoek BAD middendoor deelt, vraagt 
men de lengte van AC te berekenen, (40 min.) 


Natuurkunde. 


I. Langs een verlicalen weg AB,‚ die 500 M. lang is, 
valt een lichaam, Wanneer dit z M, heeft afgelegd , wordt 
een ander van A af langs AB geworpen met een beginsnel- 


heid van 108 M. Gevraagd « te berekenen, als men weet, 


dat beide lichamen tegelijk in B aankomen. Men stelle g == 10 ie 
Luchtweerstand is buiten rekening. (!/, uur.) 


Aon 


he « 
0 
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IL. Een fleschje met een inhoud van 10 cM? weegt met 
olie gevuld 24,15 gram, en voor 8 met olie en verder met 
koper gevuld, 56,09 gram. Wat is het gewicht van het 
fleschje ? Men stelle het soort. gewicht van koper 8,9. Temp. 
verandering is buiten rekening. (£/, uur.) 


Schriftelijk werk voor het Toelatings-examen tot het Kon. 
Instituut voor de Marine te Willemsoord 
(20—21 Juli 1898). 


Rekenkunde (1'/, uur). 


‚ 
TI. Deel 0,16 + 0,16 — 0,16 door 15 en vermenigvuldig 
1 
6 
de 
’ ï Ue PEA, PE Ee eme 
t quotient met de som van 00125 en 0,032 X 4,657. 


II. Het getal te vinden, dat beurtelings verminderd met 
elk der getallen 28, 20, 25 en 15, vier resten geeft, die in 
die orde eene evenredigheid vormen. Door redeneering op te 
lossen.) 

UI. Aan een eylindervormig vat zijn op verschillende 
hoogten vier kranen aangebracht, die ieder op zichzelve in 
denzelfden tijd evenveel water doorlaten. De eerste kraan A 
is aangebracht aan den bodem, de tweede B 3 dm. boven den 
bodem, de derde C 5 dm. en de vierde D 7 dM. boven den 
bodem. Als het vat 1 M. hoog en geheel gevuld is, zal het, 
als alle kranen tegelijk worden opengezet, na 2 uur 10 min. 
ledig zijn. Hoeveel tijd is daarbij besteed om de verschillende 
deelen afzonderlijk, nl. dat van den bovenrand tot de kraan 
D, dat van de kraan D tot de kraan C, dat van de kraan C 
tot de kraan B en eindelijk het overige gedeelte te ledigen ? 
In welken tijd zal ’t geheele vat geledigd worden, als alleen 
de kranen A en B tegelijk openstaan ? 
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Meetkunde (2 uur). 


I. Construeer een gelijkbeenigen driehoek, waarvan ge- 
geven zijn een been en de som van basis en hoogte (zonder 
algebra op te lossen). 

II. Van een rechthoekigen driehoek is éón der hoeken 30° 
en de schuine zijde a M. Beschrijf in dezen driehoek oen 
cirkel en druk de lijnen, die de raakpunten verbinden, in de 
schuine zijde a uit. 

III. Trek in een gegeven trapezium een lijn evenwijdig aan 
de evenwijdige zijden zóó, dat een der deelen van het trape- 
zium gelijk zij aan een gegeven vierkant (met toepassing der 
algebra op te lossen). 

Stelkunde (1!/, uur). 

I. Twee velocipedisten A en B gaan een wedstrijd aan 
om een cirkelvormige baan van 1500 meters 13 maal af te 
leggen. De eerste 5 minuten rijden zij even hard, maar dan 
versnelt A zijn gang met En van zijn oorspronkelijke snelheid ; 
na eenigen tijd valt hij, waardoor hij een oponthoud heeft 
van 1 minuut, terwijl B gedurende die minuut zijn snelheid 
tot op de helft vermindert, om dan de rest van de baan af 


te leggen met een snelheid, die 5 maal zoo groot is als zijn 


oorspronkelijke snelheid. Na zijn val rijdt A 3 maal z00 


snel als hij oorspronkelijk deed, maar is 11C0 M. achter als 
B wint. Als B 48 min. nadat A weer begonnen is, het doel 
heeft bereikt, hoe hard reden zij dan oorspronkelijk en wan- 
neer is A gevallen ? 

II. Van een getal van 4 cijfers is de som der cijfers 12. 
Telt men bij dat getal 189 op, dan krijgt men een getal, dat 
uit dezelfde cijfers bestaat, maar in omgekeerde volgorde, 


terwijl 95 maal het cijfer der eenheden gelijk is aan het getal, 


gevormd door de twee cijfers aan de linkerhand. Welk getal 
is dat? 


3,4578 
III. Bereken: Tv (0,18969) 
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Natuurkunde (1 uur). 


Maak een opstel over de beide volgende onderwerpen : 
1. Het onderscheid tusschen aantrekkingskracht en zwaarte= 
kracht. 2. Communiceerende vaten. 


Eindexamens der Hoogere Burgerscholen in 1898. 


Stelkunde (3 uren). 
1. De waarden van v en y te bepalen, die voldoen aan 


2” = 100 en (log 7) 7 IN 
(Gewone logarithmen.) 

(„De Vriend der Wiskunde’, XIV, 1568.) 

2, Men vraagt getallen te bepalen, die door 11, door 15 
en door 19 gedeeld zijnde, respectievelijk 1, 10 en 5 tot 
resten overlaten. („De Vriend der Wiskunde”, XIV, 1569.) 

3. Herleid: 1/(15 —1/6 — 61/2) — 115 41/6 + 6172). 

(„De Vriend der Wiskunde”, XIV, 1570.) 


Meetkunde (3 uren). 


1. Op de bissectrix van een rechten hoek XOY neemt 
men drie punten A, B en C zoodanig, dat AB —= BO is. 
Uit A en C laat men loodlijnen AA’ en CC’ op OY neder ; 
in B richt men eene loodlijn op OC op, die OX in D snijdt. 
Bewijs, dat het trapezium ACC'A' en de driehoek ACD ge- 
lijken inhoud hebben. („De Vriend der Wiskunde”, XIV, 1567.) 

2. Een regelmatig viervlak wordt door een vlak, even- 
wijdig aan een paar overstaande ribben en dat één der overige 
ribben middendoor deelt, in twee stukken verdeeld, Hoe groot 
js de inhoud dier deelen, als de ribbe a is? 

(Supplement, XI, no. 804) 

3, Op de middellijn AB van een halven cirkel (AB — 2R 
== 24) neemt men twee punten C en D (CD =h=4) en 
richt iu die punten loodlijnen op AB, die den omtrek respec- 
tievelijk in E en F' snijden, Als de inhoud van het lichaam, 
ontstaan door wenteling der figuur EAF om AB, 96 7 moet 
zijn, vraagt men AC te bepalen. 

(Supplement, XI, 805.) 

De Vriend der Wiskunde. XIII. 16 
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Trigonometrie (3 uren). 
1. Los # op uit: 


sinfw + cos*v Jtg + cotgr = 2 cosec zot à 5. 


(Supplement, XI, 806.) 
2. Ondersteld : À AH/B4/C== 1800, 
Gesteld : 
cosec? A + cosec* B + cosec? C — (cot Atcot BH-cot C)? = 1. 

(Supplement, XI, 807.) 

3. Van een A ABO is / A=—=53°748". Men verbindt 
de drie hoekpunten met het middelpunt M van den ingeschre- 
ven cirkel. Hoe lang is MA, als gegeven is MB — 8,0623 
en MC = 7,2111P 

Pen XI, 808.) 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 

1. Van eene lijn is gegeven: het snijpunt met het verticale 
vlak, hare horizontale projectie en de hoek, waaronder zij de 
as kruist. Construeer de verticale projectie van de lijn. 

2. Construeer eene lijn, die twee gegeven, elkander snij- 
dende, lijnen op een gegeven afstand rechthoekig kruist. 


Rechtlijnig Teekenen (tijd : onbepaald). 

Teeken een driehoek, waarvan de zijden respectievelijk 5, 
6 en 9 eM. zijn; beschrijf den ingeschreven cirkel, de drie 
aangeschreven cirkels en den cirkel gaande door de voetpun- 
ten der hoogtelijnen. 

N.B. De zijden van den driehoek en hare verlengden, be: 
nevens de vijf gevraagde cirkels trekken; constructie-lijnen 
dun stippelen. 

Handteekenen , 1ste gedeelte (3 uren. 

Eene wandplaat. 

Handteekenen, 2de gedeelte (3 uren). 

Uit de verzameling gipsmodellen der school kieze men een 
of meer modellen naar gelang van het aantal candidaten. Het 
model zij eenvoudig van vorm, symmetrisch en zonder veel 
détails. Het relief zij eenvoudig, doch krachtig. De schaduw- 
gedeelten moeten eenigszins verlicht zijn door reflexlicht. 

In de teekening, naar het gegeven model te vervaardigen, 
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moeten vooral hoofdvormen juist zijn weergegeven. De schaduw- 
behandeling zij eenvoudig. In de wijze van bewerking is den 
candidaat de keuze geheel vrijgelaten. 


Boekhouden (32 uren). 


A. Journaliseer de volgende posten voor de firma Mees en Co. 

1. Mei 7. Factuur gezonden aan Evans en Co. te Londen 
over, voor hen ingekochte en aan hen afgezonden, 100 kran- 
jangs Java-suiker, bruto 26585 KG.,, tarra 8% à f 33 per 
100 KG. netto; bij: veilingskosten 1°/,; af: korting voor 
contant 11/,°/,; de som der bij te berekenen onkosten be- 
draagt f 134, de commissie 1!/, °/. 

2. Mei 9. Getrokken op Evans en Co. te Londen voor 
hunne rekening een 3/m wissel groot £ 650 aan de order van 
de Algemeene Bankvereeniging alhier, die ons het bedrag tegen 
den 3/m koers f 12,02 in rekening-courant te goed schrijft. 

3. Mei 10. Betaald met onze quitantie op onze kassiers, 
Gebroeders van Emden alhier, de quitantie van M. de Baas 
alhier, groot f 2412,50. 

4, Mei 12, Bericht ontvangen van de Bremer-Bankverein 
te Bremen, dat zij voor onze rekening heeft betaald aan 
C. Bürmann aldaar R.M. 16000. Provisie t/, °/,, koers f 59. 

5. Mei 13. Op prolongatie genomen bij de commissionnairs 
in effecten J. de Vries en Co alhier f 12060. Provisie 1°/ 
Het bedrag ontvangen in een quitantie op de Algemeene 
Bankvereeniging alhier. Het onderpand bestaat uit 14 stuks 
38°, N.W.S. elk groot f 1000. 

B. Schrijft den wissel uit post 2. 

C. Als Parijs noteert Petersburg 3/m fr. 264 met 4 ®/, 
dise®., terwijl Petersburg noteert Parijs 3 m 37,20 Z.R. met 
83°, disc®,, zal Parijs dan een vordering op Petersburg innen 
door een traite of wel zich het bedrag laten remitteeren ? 


Werktuigkunde (3 uren). 

1, Twee gelijke homogene staven AB en AC (lengte 12 
cM., gewicht 20 G.) zijn in een verticaal vlak beweegbaar 
om het vaste punt A, en maken met elkander een hoek van 
60°. Hare bovenste uiteinden, in één horizontaal vlak ge- 
legen, worden door gelijke horizontale krachten naar elkander 
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gebracht. Zoo nu een bol (straal 3 cM ‚ gewicht 10 G) 
tusschen die beide staven gelegd wordt, hoe groot moeten die 
horizontale krachten dan zijn, als de bol op het punt is naar 
boven gedrukt te worden. De wrijvingscoëöfficient voor bol en 
staven is f = tg 10°. 

2. Hen enkelvoudige slinger, lang 1 meter, gewicht 1 KG, 
wordt bij een uitwijkinghoek van 90° zonder aanvangssnelheid 
losgelaten. Gegeven is: dat de draad zal breken, als de span- 
ning gedurende de beweging aangegroeid is tot 2 KG. 

Men vraagt, waar het materieele punt van den slinger, na 
den draad gebroken te hebben, den verticaal van het ophang- 
punt zal ontmoeten. 


Natuurkunde (4 uren). 


A. De volgende onderwerpen kort en zakelijk te behandelen: 

1. De kleurschifting. 

2. Het ontstaan van inductie-stroomen met de voornaamste 
toepassingen. 

3. De proef van Kundt (Trillingsbuis). 

B. De verdampingswaarde van alcohol te berekenen met 
behulp van de volgende gegevens : 


Gewicht van den gecondenceerden alcohol == 300 gram. 
Temperatuur van den verzadigden damp —= JO: 
Begintemperatuur van den calorimeter zn 1 10E 
Eindtemperatuur van den calorimeter == 200 
Waterwaarde van den gevulden calorimeter — 7040 gram. 
Soortelijke warmte van vloeibaren alcohol == 0,686. 


Scheikunde (3 uren). 


A. Maak een opstel over een der volgende onderwerpen : 

10. Overeenkomst en verschil tusschen phosphorus, arse- 
nieum en stibium, hun voorkomen in de natuur, hunne be- 
reidingswijze, eigenschappen en voornaamste verbindingen, 

29, Bereidingswijzen, scheikundige eigenschappen , toepas- 
singen en gehalte-bepaling van het zilver. 

3°, Bereiding en eigenschappen van aethyl-alkohol, azijn- 
zuur, aethyl-aether en chloroform, 

40, Bereiding en eigenschappen van cyaanverbindingen. 

B. Beantwoord ééne vraag uit elk der volgende drietallen; 
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a. Waarom moet de samenstelling van het molecule 
water door het teeken H, O worden voorgesteld ? 

E b. Wat zijn zouten? Noem verschillende soorten 
van zouten en verschillende wijzen, waarop ze ontstaan. 
ec. Wat is dissociatie? Noem twee voorbeelden. 

a. Welk is het verschil in structuur en algemeene 
eigenschappen tusschen vet-lichamen en aromatische 
stoffen ? 

b. Welke is de algemeene bereidingswijze van kool- 
waterstoffen , aldehyden en ketonen; toe te lichten door 
struetuurformules. 

c. Noem verschillende bereidingswijzen van samen- 
gestelde aethers. Toe te lichten door voorbeelden 

Nederlandsch (3 uren). 
Een opstel te maken over een der volgende onderwerpen : 
1. Bange uren. 2. Persoonlijke dienstplicht. 
3. Geestdrift als bron van groote daden. 4. Egoïsten. 
Fransch (3 uren). 
Een opstel te maken over een der volgende onderwerpen: 
1. L’approche des grandes vacances. 
2. La vie de famille. 
3. L'eau, l'amie et l'ennemie des Neerlandais. 
4, Petit à petit l’oiseau fait son nid. 
Hoogduitsch (3 uren). 
Een opstel te maken over een der volgende onderwerpen : 
1. Am Sonntag. 3. Luftschlösser. 
2. Das Fahrrad. 4, Die bevorstehende Krönungsfeier. 
Engelsch (3 uren). 
Een opstel te maken over een der volgende onderwerpen : 
1. The postman. 
2, Were every one to sweep before his own house, every 
street would be clean. 
3. Polar expeditions. 4. Time is money. 


Eindexamens der Hoogere Burgerscholen in 1896. 
Werktuigkunde (3 uren). 
1. Een vlakke figuur bestaat uit de som van een recht- 
hoekigen A en een halven cirkel, die op de schuine zijde van 
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den A als middellijn beschreven is Als de rechthoekszijden 
a en b eM. lang zijn, vraagt men te berekenen, hoever 
t zwaartepunt op ’t oppervlak der figuur van elke der recht- 
hoekszijden verwijderd is. Stel in de uitkomst a — b. 

2. Op een hellend vlak (hellings/_ == 30°) glijdt een lichaam 
naar beneden van A naar B en van B naar C. In A is de - na 


snelheid 0, AB is 1 M. lang, van A tot B is de wrijvings- 
‚ 13 en van B tot C Eus. Indien 't lichaam in C weder 


tot rust komt, vraagt men de lengte van BC te berekenen. 
Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 

1. Van een vlak zijn gegeven: de horizontale doorgang 
en de /, dien ’t vlak met ’t verticale vlak maakt. Men vraagt 
dit vlak te eonstrueeren. Uit een gegeven punt van den 
horizontalen doorgang vraagt men in ’t vlak een lijn te trekken, 
die een gegeven Z maakt met ’t horizontale vlak. 

2. . Van een gegeven vierzijdige pyramide ligt het grondvlak 
in een gegeven vlak; dit grondvlak is eene ruit, waarvan de 
lengte der zijde gegeven is en de hoogte, terwijl 't voetpunt 
der hoogtelijn samenvalt met ’t snijpunt der diagonalen der ruit 

Zie verder in „De Vriend der Wiskunde’ XII. $ 

Stelkunde, No. 13889 en 1340, 

Idem, Meetkunde, No 13830 en Supplement IX, 604 en 605. 

Idem, Trigonometrie, Supplement IX, 601—603. 
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Dr. P. van Geer, Leerboek der Analytische Meetkunde. 
Eerste deel. Meetkunde in het platte vlak en van de vlakken 
en rechte lijnen in de ruimte. (VIII, 266) . . . f 2,90. 

Leiden, 1898. A. W. Sythoff. 

K. Prarken Jz., Leerboek voor de grondbeginselen der Stuur- 
manskunst. 

B ekeukuude LIS blz. 80, ot, r.n pe fs 0,75 
Ende 1 19 blz: 2807 cat tet ko Sn rf 0,7D 
III. Meetkunde, 114 blz. go. nn ef eeft Lee 
IV. Wiskundige Aardrijkskunde, 73 blz. ee EP ej PLE AD 
Antwoorden op I f 0,15; II f0,50; III f0,10; IV f0,15, 

A. Land Ezn., Harlingen, 1897 en 1898. 

Dit Leerboek is „geboren uit den drang der omstandig- 
heden”, zegt de Schrijver — die van eene ruim 22-jarige 
ondervinding spreken kan — in zijn voorbericht. We meenen 
daarom allen, die adspiranten voor een Zeevaartschool moch- 
ten hebben, in het bijzonder te moeten wijzen op dit boek, 
dat hun tot gids zijn kan. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1511, 1521—1540 en 400 zijn ingezonden door : 


A. G. d. B., 1524, 30, 32, 36—39. 

J. B. Bakker, 1521, 23—27, 32, 36, 37, 39. 

C. Brug, 1521—27, 29, 36—38, 40; 400. 

W. H. Deelman, 1521, 23—27, 29, 34—38, 40. 

J. Graver, 1523, 24, 39. 

J. Hommes, 1511, 1521, 23—27, 29—32, 34 —38, 40, 400. 
A. Lenstra, 1511, 1521—32, 34—40; 400. 

W. Meijer, 1511; 400. 

J.H. S., 151, 1521—82, 34—38,40, 400. 

E. Siegers, 1511, 1521—27 29, 30, 32, 34—38, 40; 400. 
H. de Vrics, 1511, 1521—27, 29—32, 34, 36—40. 

R. v. W., 1511, 1521—32, 34—40; 400. 

V. d. Wal & Verborgh, 1511, 1521—27, 29, 30, 32, 34—40. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1511 en 1521—1540. 


1511. In A ABC zijn AD, BE en CF de zwaartelijnen, Z 
het zwaartepunt en 7,1’, 7, f, f; de stralen der 
cirkels respectievelijk beschreven in de AA ABO, DEF, 
ABZ, ACZ, BCZ, bewijs, dat 


1 1 1 1 1 
ette 3e): 
Oplossing. 
Noemen we het oppervlak van A ABC=0. Dan is 
AABZ = AACZ = ABCZ = : O; uit O == rs volgt , en 5: 


Daar verder de zijden van A DEF de helft zijn van die van 





ABO RI ern dus Ze . Weikebbennn 
2 rÎ r 
Le 
vete ee AZ) 
PE in 20 
50 
1 
zer AED ve br Ae 0) 
Te a 1 oe 20 
50 
1 
AE ENE 
Tin 20 
50 
Ni Ns fe 20 . 
1 
MERE NE. 
ET On ON 
Dn atb en 
UG on 
ro rl O 
isen Ola sshets) 
se en 
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Het gestelde zal dus bewezen zijn, als we aantoonen, dat 
3(a db Hc) J6(ALHBZ + CZ) I(a db fe) of dat 
6G(AZ + BZ 4 CZ) < 6{a Jb Je) of dat 
AZ ABZ CZ C atbde is 
Bewijs: AZ + BZ (ab 
BZ 4 CZ {b 4e 
CZ HJ AZ {eta 
(AZ HBA CZ) (2(a db +C) 
AZ 4 BZ CZ Cabeo. 
W. Meiser. 


Als men in deze opgaaf A DEF vervangt door den AS 
die de medianen AD, BE, CF tot zijden heeft, dan luidt de 
opgaaf: „In A ABC zijn AD, BE en CF de zwaartelijnen , 
Z het zwaartepunt; r, 7{, 72) ”; de stralen der cirkels 
respectievelijk beschreven in de AA ABC, ABZ, ACZ, BCZ 
en 1’ de straal van den cirkel beschreven in den A, die de 
zwaartelijnen AD, BE, CF tot zijden heeft, bewijs nu dat 

1 1 1 1 Dees 
nee): 

Voor de oplossing verwijzen we naar „Pe Vriend der Wis- 
kunde’, VI bl. 70, No. 606. 


7 
1521. Iemand laat te Amsterdam, tegen den koers 195 es 
1 De: : $ 
en 5 le provisie, 49 effecten (uitgedrukt in francs) 
koopen, waarvan de coupons onderworpen zijn aan 
eene belasting van 20°/,. Als de koers der coupons 
gemiddeld f 47,50 per ‘00 francs is, hoeveel zuivere rente 
geven die effecten dan? (Zooals bekend is, is in de 
effecten-rekening 1 fr. standvastig = f 0,50.) 
(Hoofdacte Leeuwarden, 1896.) H VERHAGEN. 


Oplossing. 
Voor elke 100 fr., die hij koopt, moet hij betalen 
1 
19, fr. + 3 fr. —= 80 fr. =f 40 en ontvangt hij aan rente 4 °/, 


van 100 fr. = 4 fr. Hier moet echter af voor belasting 
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20°, == van 4 fr. Dus houdt hij over EX fr 5 3: JE, 


1 
5 
De koers der coupons is bovendien gemiddeld AN 50 per 100 
if ze ne 





fr., dus heett hij aan zuivere rente 

Dus van elke f 40, die hij voor de RE betaald heeft, 
1 

ontvangt hij f 1,52, dat is voor elke f 100, 25 X_ 1,02 if 


Dus de effecten geven eene zuivere rente van 3,8 °/, 
C. Brug. 


1522. Een kapitaal, groot f 13280, groeit in 6 jaar met 
sameng. intrest aan tot f 19076,45. Bereken het jaar- 
lijksch °/, op 0,01 nauwkeurig. (Toepassing van ver- 
korte bewerking; worteltr. volledig inleveren.) 

H VERHAGEN. 
Oplossing. 

19076,45 __ 1907,645 
r8280 ……- s1928 
geworden. Het is dus bij het einde van het eerste jaar ver- 
1907,645 

1328 

0,0001 nauwk. worden bepaald, dat is in 5 cijfers, omdat de 

breuk > 1 en { 106 is, zoodat we één cijfer voor het deci- 

maalteeken vinden. Dat ciĳĳfer is blijkbaar 1. Om de ge- 

rv 1907,645 

1328 
vervolgens den derdemachtswortel uit het gevonden getal. De 
laatste bewerking moet 5 cijfers opleveren. Zijn door gewone 
worteltrekking » cijfers gevonden, dan bekomt men door ver- 
korte deeling nog 2n — 3. Derhalve is 3n—3=5, 3n=8 
en n —= 3. Van deze 3 cijfers staat er cen voor de komma. 

Om de beide andere te kunnen bepalen, moet het getal onder 

het wortelteeken 2 xX 36 decimalen, dus 7 cijfers bevatten. 


1907,645 
Deze laatste waarde is de uitkomst van v/ ——_——. Be- 


In 6 jaar is dat kapitaal X zoo groot 


menigvuldigd met Deze waarde moet tot op 


vraagde waarde te vinden, bepalen we eerst 


1328 
rekenen we weer » cijfers op gewone manier, dan zullen nog 
n— 2 op verkorte wijze verkregen kunnen worden Bijgevolg 


Xa =f 1E 
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is MN — 21; n= en n=5. Hierbij zijn 4 decimalen ; 
daarom moet de breuk onder het wortelteeken in 4 X 2 == 8 


decimalen of in 9 cijfers nauwk. zijn. Bovendien kan ook de 


deeling 1907,645 : 1328 een weinig worden verkort. De be- 
werkingen uitvoerende, krijgen we 
1328 / 1907,645 / 1,43647967 r/1,4364796 = 1,193532 
1 





1328 
5796 — 48 
5312 Bias 
ABAA0 7: 2264 
3984 229 2061 
8605 “20379 
7968 2388 19104 
6370 127567 
5312 23965 119825 
10580 23918| 7742/32 
9296 7191 
12840 651 
11952 478 
888 ee | 
Jaa 306 B1,198532 — 1,0622 
96 300 1 | 
31 1836 _— 198532 
9 31836 191016 
318 86. Pilon 
33708 6748 
3 768 
3374 674 
94 
Het jaarlijksch pereent is dus 6,22° RiävaW. 


1523. Bewijs, dat de som van 2 op elkaar volgende derde- 
machten, die geen van beide door 3 deelbaar zijn, eon 
O-voud is. 


(Wisserink , IVe Verz., $ 36, 2) HB. VERHAGEN. » 
Oplossing. 
Twee op elkaar volgende derdemachten , die geen van beide 
door 3 deelbaar zijn, kunnen worden voorgesteld door 


(Sn + 1)3 en (3n + 23. 
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Nu is (3nJ-1)? =27n® H 2702 H In +1 
(Bn J- 23 =2Unt J54n? J 36n J- 8 
Som — S4n® J- Sin? + 45n +9. 
En dus altijd een 9-voud. J. HoMmMes. 
1524. Bewijs, dat, wanneer de getallen dn en je 
atb’ ade b+e 
eene rek. reeks vormen, ook a?, 5? en c? eene rek. 
reeks. zullen vormen. H. VERHAGEN. 
(VersLuys, Rek. vr voor meer gev., bl. 79.) 





Oplossing. 
1 1 1 se 
Ee en pe vormen eene rekenkundige reeks, 
dus: Lede ok mn Le En! 
atb ate ate b+e 
1 1 2 
of EUT J- Adr = Et IE 


Vermenigvuldigen we de leden dezer gelijkheid met 
(a d-b)(b +e)(a He), dan komt er: 
ab +ac bete? J-a? +ab tac Hbe=?2(ab t ac +b? + be) 
of: 2ab + Zac + 2be + a? He? = ab + 2ac + 2e + 22 
of: a? HC? = 2b2, dus: a? —b? =b2 —C2, 
waarmee ‘t gestelde bewezen is. Á. LENSTRA. 


Ander bewijs. 
1 1 1 
atb’ ate oe b Je 
ad-b, ad-c en b + c eene harmonische, waaruit volgt: 
| (a +6) — (a} °)| : {{atc) — Bt == (atb): (bFe) 
of (Ob —c):(a—b)=lad-b):(b +). 
Dus: (b — ce) (b + ce) = (a — b) (a + 5) 
b2 — ct —=at —b? of a? — bt =b? — ct, wt. b. w. 
A. LENSTRA. 


vormen een rekenk. reeks, dus 


1525. A heeft aan zeker werk eenige dagen gearbeid. In 5 
maal zooveel tijd had B, die de rest voltooit, het ge- 


heele werk kunnen afmaken. Als B nu 53 maal z00- 


253 


veel heeft afgedaan als A, in hoeveel dagen kan ieder 


dan afzonderlijk het werk afmaken, als B 19; dag lan- 


ger heeft gearbeid dan A? H. VERHAGEN. 
(RAADERSMA, Rekenb. IV, no. 55, bl. 42.) 
Oplossing. 
B verricht 5e maal zooveel werk als A, dus doet hij 
2 
5 
s eer deel en A — 5 deel. 
2 220 
b5 +1 


Over ’t B werk arbeidt B 5 X zoo lang B Á over 
Lt deel. Over —— 7 deel arbeidt B dus EL x 5 of 4 X ZOO 


20 20 

lang als A over 55 deel. B werkt dus 35 Xx den werktijd 
van À langer dan A en dat is 195 De dus werkt A 
195135 = 6 dagen. In 6 dagen doet Á 50 5 deel, dus 't ge- 
heel in jn x6 — 40 dagen. B kan ’% den werk doen in 
5 X 6 == 30 dagen. H. pe Vries. 


1526. Iemand heeft f 8000 op hypotheek genomen à 5 °/, 
'sjaars. Als hij in 4 jaar alles wil afdoen en elk jaar 
evenveel aan kapitaal met intrest wil betalen, hoeveel 
moet hij dan elk jaar aflossen en hoeveel rente betaalt 
hij telkens? (Nauwk. op 1 cent.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 
8000 Xx 1,054 —=z + 1,057 + 1,05% z + 1,05% z 


1,054 — 1 
Â — SAT NEN ET 
8000 x 1,05% = z X 0,05 
400 X 1,05% — z (1,05% — 1) 
486,2025 == 0,2155062 # 


486,2025 


r Ee Pet EN 
‚ Een 
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Einde le jaar betalen f 2256,09 
Rente f 400 
Aflossing kap. = f 1856,09. 
Ee 2de jaar f 8000 — f 1856,09 == f 6143,91 
Rente hiervan —=f 307,20 
Aflossing kap. = f 2256,09 — f 307,20 = f 1948,89. 
Schuld 3de jaar — f 6143,91 — f'1948,89 — f 4195,02. 
Rente hiervan = f 209,75. 
Aflossing kap. == f 2256, 09 — f 209,75 == f 2046,34. 
Schuld 4de jaar — f 4195,02 — f'2046,34 — f 2148,68. 
Rente hiervan — f 107,48. | 
Aflossing per jaar = f 2256,09. Aan rente wordt betaald ; 


het eerste jaar f 400 het derde jaar f 209,75 
het tweede „ f 307,20 het vierde „ f 107,43. 
E Srrecens. 


1527. A werkt 5 dagen en 5 uren, B 6 dagen min 6 uren. 
Het daggeld van A is f 1,20, dat van B /1. Als 
ze samen f 11,90 verdienen, hoeveel uren per dag 
heeft A dan gewerkt, als deze per dag 1,2 maal zoo- 


veel uren werkt als B? v. D. War & VERBORGH. 
(WisseLiNK, Grepen II, 1888, bl. 41.) 
Oplossing. 


A verdient per dag 1,2 maal zooveel als B en werkt per 
dag 1,2 maal zooveel uren als B. Ze verdienen dus per uur 
evenveel. 

In 6 uur verdient A dus evenveel als B in 6 uur. Werkte 
nu A 5 dagen en 6 uren, B 6 dagen min 6 uren, dan zouden 
ze samen 5 Xf 1,20 +6XxXf 1=f 12 verdiend hebben. Ze 
verdienen echter samen f 11,90, d.i. 10 cent minder dan f 12. 

Dit komt doordat A niet 5 dagen en 6 uren, maar 5 dagen 
en 5 uren werkt. 

A verdient dus 10 eent per uur, en werkt bijgevolg per 
dag f 1,20:f 0,10 xl uur == 12 uren. 

Van DER War en VERBORGH. 


1528. In elken vierhoek, waarin een cirkel kan beschreven 
worden, liggen de middens der beide diagonalen met 


fn, * x dye E 
RAS Eren 


EE Pt OO 
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het middelpunt van den ingeschreven cirkel in eene 


rechte lijn. Bewijs dit? (*) kok ok 
(Wisk. L.O. Middelburg, 1868). 
Oplossing. 


Gegeven: Im vierhoek ABCD kan uit 1 een cirkel beschre- 
ven. worden; M en N zijn de middens der diagonalen AC en BD. 

Te bewijzen: 1 ligt op MN. 

Bewijs. Verbindt men I met de hoekpunten, dan ontstaan 
er vier AA IAB, IBC, ICD en IAD. ® 

Daar Il op gelijke afstanden van de zijden van den vierhoek 
verwijderd ligt, heeft men (de straal = r zijnde): 


AIAB + A ICD = sr. AB 4 jr.CD= Sr (AB + CD) 


AIBC + A IAD = sr ‚BC + ir. AD == sr (BC + AD). 
Uit het gegeven volgt: 
AB + CD =BC+AD; dus is ook zr (AB+CD) = zr (BC+AD) 


of AAB + A ICD = AIBC +AIAD = ; vierhoek ABCD. 


Hieruit volgt terstond, dat IL op MN ligt. Immers in „De 
Vriend” III no. 314 bl. 182 is bewezen de Stelling: Als 
de som van twee AA, die een punt binnen den vierhoek tot top 
en een paar overstaande zijden des vierhoeks tot bases hebben, 
gelijk is aan de helft van den vierhoek, dan ligt dit punt op 
de rechte, ‘die door de middelpunten der diagonalen van den 
vierhoek gaat (Krarrer 383). R. v. W. 


Tweede oplossing. 


In vierhoek ABCD kan een cirkel beschreven worden. Zij 
I het middelpunt van den ingeschreven cirkel en r de straal. 
Verbinden we I met de hoekpunten A, B, C en D van den 
vierhoek, dan is 


A AIB + A CID= jr XAB 45e X0D =d r(AB + CD) 


en A AID + A BIC == r X AD zar HU 5 r(AD+BO). 


Daar in den vierhoek een cirkel kan worden beschreven, is 
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AD + BO — ABCD en dns 5 r (AB+0D) = jr (AD+4BO) 
of: A AIB + A CID = A AID + A BĲ, waaruit volgt: 
A AIB + A CID = ; vierhoek ABCD . . . (1) 


Verbinden we nu I met E en F, de middens der diagonalen 
AC en BD en trekken we verder AF en CF, dan is: 

ABCF=ADCF ... (2) en A BIF == A DIF . . (3) 
omdat ze basis en hoots gelijk hebben. 

Verder is: A CID == A DCF + A DIF + A CIF 


volgens (2) en (3) = A BCF d- A BIF J- A CIF, dus 


A AIB + A CID = A AIB + A BCF + A BIF + A CIF 
= figuur ABCFI + A CIF 


dus volgens (!): fig. ABOFI + A CIF = 5 viorh. ABCD.. (4) 


A BCF = A DCF 
A BAF == A DAF 





op 
fig. ABCF = fig. ADCF, dus 
fig. ABCF == ae ABCD en dus (4): 
fig. ABOF =— = fig. ABCFI + A CIF 
of: fig. ABCFI + A AIF =fig. ABCFI + A CIF, 
dus: A AIF = A CIE, 
Verder is E het midden van AC en dus: 
A AIE= A CIE, waaruit volgt (5): 
A AIE + A AIF = A CIE + A CIF, dus: 


fg. AEIF=SAACE .…... @ 
Omdat E De. midden van AC is, is ook 
A AEF = 5 DN ACF en dus (6): fig. AEIF = A ACF, 
zoodat EIF de EF samenvalt en I dus op de rechte ligt, 


die E en F, de middens der diagonalen, verbindt, w. t. b. w. 
A. LENSTRA. 


Opmerking. Ligt I aan den kant van AC, waar E niet 
ligt, dan vinden we: A AIF — ‚Â AIE = A CIF — A CIE, 


dus; fig. ALIF =3 A ACF, enz. Arn 
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(*) Deze eigenschap is van Newton. Zij is een gevolg van 
de volgende, welke wordt toegeschreven aan LúoN ANNE. 
In elken vierhoek is de rechte, die de middens der diagonalen 
verbindt, de meetkundige plaats der toppunten der AA, 
die twee overstaande zijden van den vierhoek tot basis hebben 
en wier som gelijk is aan het halve oppervlak van den vier- 
hoek. M.a.w. Als men een punt dier lijn met de vier hoek- 
punten verbindt, is de som der oppervlakken van het eene 
paar overstaande AA gelijk aan de som der oppervlakken 
van het andere paar overstaande AA. 


1529. Trek in een A ABC tusschen de opstaande zijden AC 
en BC evenwijdig aan de basis AB eene rechte DE, 
die gelijk is aan de som der stukken AD en BE, en 
bereken de lengte dier lijn DE, als BC =a, AC =b 
ERA CoI9. 

(Krarrer, 117 ; Wrisserink, Vrgst. Alg. II bl. 56, No 49), 
Oplossing. 

Daar DE == AD + BE is, kan men op DE een punt F 
zoodanig kiezen, dat terzelfder tijd DF — DA en EF — EB is, 
waaruit volgt, als men AF en BF trekt: Z DAF =/ DFA 
en / EBF —=/ EFB. 

Uit DE//AB volgt: / DFA =/ FAB en / EFB = FBA, 
zoodat ook /_ DAF = / FAB en / EBF == / FBA, 

Dit geeft voor de gevraagde rechte de volgende Constructie : 

Deel de hoeken A en B middendoor en trek door het 
snijpunt F' der bissectrices eene rechte DE;/ AB. Deze voldoet 
aan de vraag en de constructie is altijd mogelijk. 

Berekening : Laat men nu FH en CK beide L AB neer, 
dan is FH — r =— straal van den ingeschreven cirkel en CK = h, 


Men heeft: DE: AB = (CK — FH): CK , zoodat: 


_ AB(CK — FH) AB.FH cr 
ST AGE h 
| Be ea. 

Substitueert men hierin: rz EE en h‚= © 7 
2 2 


dan krijgt men : 
De Vriend der Wiskunde. XIII. 17 
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Ae ae 
DEZon ITE 
—_— Ï ad-bJ-e atb de! 


C 

Opmerking: Trekt men door F' de rechten D'E'// BC en 
D'E’// AC, dan zal men op gelijke wijze vinden: 
mr AH), paper — (LTO) 
DE abe’ DD 

Van per War en VerBoron; A. LENsTRA; H. pe VRIES. 

De lijn DE is alzoo de helft van de harmonisch middel- 


evenredige tusschen de basis en de som der opstaande zijden. 
R. v. W. 


De uitdrukking „in een A ABC” beperkt deze opgave. 
Algemeener kan zij luiden: „Gegeven A ABC, trek tusschen 
de opstaande zijden enz.’ Men had dan een tweede lijn D,E, 
kunnen vinden, die aan de vraag voldoet, door de buiten- 


hoeken van A en B middendoor te deelen en door het snijpunt _ 


F, der bissectrices de lijn D,E, //AB te trekken. J.H. $. 


1530. Een A ABC te construeeren uit A, (= straal ón- 
geschreven cirkel) en c — 5. 
(Perersen, Meth. & Theor. 334.) 
Oplossing. 
Analyse. Zij A ABC een A, die de gegeven elementen bezit 
en MD zijn ingeschr. cirkel, die in D aan a raakt, terwijl E 


het midden ee a is, dan is volgens eene bekende stelling : 


BD=s babe) en daar BE = Za is, zoo is 


DE —5(e—b) Voorts is MD =p en / MDE = 90°, zoodat 


A DEM te construeeren is. 
Men heeft dus de ER ME, kn dien A. 


Ook is L MBC =5B en [MOB 5C, dus 


L CMB == 180° — 5 Ì B+C) — 180° — (90° — : A)= 90+ A 


Van A CMB zijn nu bekend: de tophoek CMB, de hoogte 
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MD op de basis en de mediaan ME naar de basis. (Dit is 
PrTERSEN, 251 ; gegeven: A, h, en me) 

Verlengt men ME met EF — ME en trekt men CF, dan 
is CF // MB, zoodat / MCF == 180°— CMB — 90° — 5 A 


In A MFC zijn nu bekend: basis MF, topboek MCF en 
ZL MEC, dien de mediaan CE met de basis MF maakt, want 


deze hoek volgt uit o en 5e — 6). Men heeft nu twee meetk. 


plaatsen voor C, uitgaande van MF. De eerste is een cirkel- 
boog op MF' als koorde en met deze een segment insluitend, 
waarin / MCF als omtrekshoek staat. De tweede is eene 
rechte CE, die koorde MF middendoor deelt onder eenen hoek 


DEM, voor welke geldt: tg DEM = _—_ 
5 (e—b) 


We komen door deze beschouwing tot de volgende 
Constructie, Construeer een rechth. A DEM, welks recht- 


hoekszijden zijn : DE = 5 (ec —b) en MD = p. Verleng de 


hypotenusa van dien A met een stuk EF == ME. Beschrijf 
op MF als koorde een boog op welks omtrek de hoek 90° — 5 Á. 
staat. Verleng de rechthoekszijde ED ter weerszijden , tot zij 
den boog snijdt in C. Maak BE —= CE; verbind M met Ben 
C. Maak / ABM == / MBC en / ACM =/ BCM, dan vol- 
doet A ABC aan de gestelde voorwaarden. 

Voor het bewijs zie men de analyse. 


Bespreking. Uit p en 5 (e—D) als catheten kan men altijd 


een, maar niet meer dan één rechthoekigen A construeeren 


(de congruente AA in andere standen laten we buiten be- 


schouwing). 
Uit de dubbele hypotenusa als koorde en den omtrekshoek 


1 
90° 5 A , die daarop staat, volgt altijd een meetk. plaats 
(boog) voor C. De richting van DE op MF is eveneens be- 
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paald door hoek tg —_ 


goe 


en ook een punt B gevonden, dus ook altijd een A MCB. 
Hiervan zijn de grondhoeken samen { 90°, omdat 


CMB = 180° — MCF — 90° + ; N 


Men heeft dns: 
2(L MBC 4-2 MCB) = B 4 C { 1802, 
zoodat de lijnen BA en CA elkaar moeten snijden aan den- 
zelfden kant van BC, waar M ligt. 

Uit deze beschouwing volgt, dat steeds een, maar ook niet 
meer dan èén driehoek aan de vraag zal voldoen, zoolang 
A { 180° gegeven is. H. pe Vries 

(Zie ook „De Vriend der Wiskunde’, XI, no. 1225, bl. 
133—136.) 


‚. Er wordt dus altijd een punt C 


1531. Uit de gegevens p, c—b en C—B een A ABC te 
construeeren. (PererseN, Meth. & Theor, 335.) 


Op lossing. 


Zij A ABC de gevraagde, tot welks constructie zijn gegeven : 
MD =p, AB—AC=—=c—b en / ACB —Z ABC=C— DB. 
Zij E het midden van a, dan is vooreerst: (zie 1530) 


DE = : (e —b), zoodat de rechth. A DEM kan worden ge- 


construeerd. 

Denken we ons A CMB zoodanig omgewenteld, dat hij in 
hetzelfde vlak terug komt te liggen: C in B, B in C en 
M in M!, dan blijft het punt E op zijn plaats. Door deze 
omwenteling ontstaat een A MCM'!, (of ook MBM!), waarin 
bekend zijn: basis MM! = 2DE=e—ó, tophoek 


MCM! = /MCB —/ MICB = . (C — B) en hoogte MD = . 


Men kan den A MCM! uit deze 3 gegevens gemakkelijk 
construeceren ; men heeft n.l. voor C een meetk, pl. (boog) uit 


de gegevens MM' =c — bals koorde en £ MCM = 5 (C — B) 
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als omtrekshoek en een tweede meetk. pl. nl. de evenwijdige 
BC op een afstand —=o van MM! verwijderd. 

Door terugwenteling van A MCM! vindt men A MOB. 

Daarna heeft men slechts de hoeken MCB en MBC te 
verdubbelen om den gevraagden A ABC te bekomen. 

Constructie en bewijs blijven aan den lezer overgelaten. 

Opm. Evenals bij 1530 blijkt ook hier: 

1%. Er ontstaat altijd een A, indien slechts C — B < 180° 
gegeven is, 

20, Er onstaat nooit meer dan één driehoek. 

H. pe VRIES. 


1532. Twee gelijke cirkels M en N snijden elkaar in A en B; 
door A is eene rechte getrokken, die cirkel M in D 
en cirkel N in E snijdt. Bewijs, dat cirkel O op AB 
als middellijn beschreven DE in F' middendoor deelt. 

Oplossing. 

Bewijs: Daar de cirkels M en N gelijk zijn, snijden zij ge- 
lijke bogen AB van elkaar af; hieruit volgt: 4 BDA = / BEA, 
dus is A BDE gelijkbeenig. 

Verbindt men het snijpunt F' ook met B, dan is / BFA = 909, 
want AB is de middellijn van cirkel O. De rechte BF, die 
uit den tophoek B van den gelijkbeenigen A BDE loodrecht 
op de basis DE wordt getrokken, deelt de basis DE midden- 
door, dus is DF = EF, w.t. b. w. 

N. B. Dit bewijs geldt algemeen ; hoe men ook DE trekt ; 
zie AD'E'B, waarin D’ en BE’ aan denzelfden kant van A 
liggen, en ook de rechte D'E'//MN, op welke het punt F 
samenvalt met À. 

EBDA / BDA == BDA =S 5 be BA, enz. 

Daaruit volgt, dat alle AA BD’F’, BDF, enz, dus ook alle 
AA BDE’, BDE, enz. gelijkvormig zijn. 

Door eene eenvoudige rotatie van één der driehoeken, kan 
men hem achtereenvolgens met elk der overige in denzelfden 
stand brengen (homothetisch stellen). De rechten BD” en BD, 
BE’ en BE, D'E’ en DE, enz. zijn homoloog. B heet het 


dubbelpunt van elk stelsel van twee driehoeken. 
H. pe Vries. 


a of - 6 PRET AAP „TER 
5 { St 
j el we eet 
jn 


1533. Twee gelijke cirkels M en N snijden elkaar in A en B. 


Uit A als middelpunt wordt een cirkel beschreven, die 
cirkel M in D en E en cirkel N in C en F' snijdt. 
Bewijs nu, dat B, C en D in eene rechte lijn liggen. 
Evenzoo B, E en F. | 


Dit is hetzelfde vraagstuk als No. 399, bl. 223225. 
Zie aldaar. 


1534. Op een vierkante plaats, die 1 HM. lang is, worden 


2 paden ieder 4 M. breed bestraat. Hoeveel M? moet _ 


daartoe bestraat worden, als de paden in de richting 

der diagonalen loopen en ieder de plaats in twee ge- 

lijke deelen verdeelen ? 

(VersLuys, Hndbk. d, Vl, Mik, 3 dr. Gem. Vrgst. 33.) 
Oplossing. 

De vier gedeelten, die niet bestraat worden, zijn gelijkb. 
rechth. AA, waarvan we vooreerst de hypotenusa zullen 
berekenen. 

Laat A EFG een dier deelen zijn, waarvan de hypotenusa EF 
een deel van de zijde AB van het vierkant ABCD uitmaakt. 

Daar de paden 4 M. breed zijn, is uit de figuur gemak- 
kelijk af te leiden, dat ABE = FB ==} 8 M. is. Derhalve is: 

| EF — AB — AE — FB = (100 —21 8) M. 

Verder is EG = FG = vs EF? —= (5016 — 400172) M. 

Oppervlak A EFG = 5 EG? — (2508 — 200 12) M?, 


De 4 onbestraatte gedeelten hebben dus een gezamenlijk opper- 
vlak van (10032 — 800 1/2) M?. | 

Het geheele vierkant is 1 HM? of 10000 M?, Er moet dus 
10000 — (10082 — 800 7”2) = 800 12 — 32 =1099,370850 M? 
bestraat worden. E. Sriecers; R. v. W. 


Fout {0,1 mM?. H. pe Veres. 


Tweede oplossing. 
Op de vierkante plaats ABCD, die 100 M. lang is, worden 
2 paden, ieder 4 M. breed, bestraat. -De paden loopen in de 
richting der diagonalen en verdeelen ieder de plaats in 2 ge- 
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_____lijke deelen. Het eene pad AGHCEF heeft eene oppervlakte, 
____die gelĳĳk is aan 
oppervl. rechth. FGHE + opp. A GAF + oppervl. A HCE. 
In den geliĳjkb. rechth. A GAF is GF == 4 M., dus de hoogte- 
lijn AU op GF — 2 M. De hoogtelijn CS in den gelijkb. 
rechth. A HCE =2M., dus 
US —=diag. AC — 2 x2M.—= 10012 —4M. 
FE = US —=100/2 — 4 M. 
4 x 2 


Oppervl. pad AGHCEF — 4 (10072 — 4) M? + KEM: 


+ XE Mr — 400,2 — EM? 
Er is dus bestraat 2 (40072 — 8) M? — het gemeenschap- 
pelijke vierkant NOQP der beide paden = 
— 2 (40072 —8)M? — 4 X4M? —= 80072 — 32 M2 = 
32 (2572 — 1) M? —=1131,37 M? — 32 M? — 1099,37.. M?, 
v. D. WaL & VERBORGH, 


1535. Een vat, voor een vierde gevuld, heeft een toevoer- 
en een afvoerkraan. Als de eerste E uur alleen open 


staat en daarna beide te gelijk 10 uren, is het vat 
ledig. Als echter beide kranen te gelijk zoolang open 
staan van den beginne af, als de eerste tijd noodig zou 
hebben om het vat alleen verder te vullen, is er even= 
veel weggeloopen, als er door de tweede kraan in drie 
kwartier wordt weggevoerd. In hoeveel uren zou de 
eerste kraan alleen het vat geheel kunnen vullen, de 
tweede geheel ledigen? (Eindex. H. B. S. 1897.) 
Oplossing. 
Neemt men aan, dat de eerste kraan het vat in # uren kan 
vullen en de andere het in y uren kan ledigen, dan zal de 
1 
lg | 
eerste er in 1 uur 15 min. 7 later in 10 uur nog 
Ee * 1 
| 11 
a dus in ’t geheel TP = in brengen. Er was reeds E 
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in. De afvoerkraan loost in 10 uur En waarna het vat 
10 





leeg is. Zoodoende is it vn (1) 
Om het vat verder alleen te vullen, zou de eerste kraan 
kre) ' 
, n= 4 uur noodig hebben. Stonden beide kranen van 
den beginne af open, dan zou er per uur Jen Je Le 
Vime a 
en in Ge uur 3e X er, md oi) wegstroomen 
4 4 zy 4y 5 
3 
5 d 8 
In 45 min. loopt door de afvoerkraan — = —. 
Gn 
Derhalve is Abn ete oe ee 


$y 4 
Uit (2) volgt: 3(r—-y)=3 en wv—y=lijg=r—l. 
Voor (1) kunnen we schrijven: zy + 45y == 402. 
Substitueeren we hierin y = # — 1, dan komt er na eenige 
herleiding ot Ar 45 —=0 
(&—5) (+9) =0 
waaruit #—=5 of == — 9, 
De laatste waarde voldoet blijkbaar niet. 
De eerste kraan kan het vat dus in 5 uur vullen, terwijl 
de tweede het in 4 uur kan ledigen, 
v.p. War & VerBoren ; SreeersS; J. H.S. ; DeerMan; 
Lenstra; Hommes; R. v. W. 


1536. Een land heeft eene bevolking van a zielen. Gemiddeld 
sterven jaarlijks 5 menschen. Na hoeveel jaren is de 
bevolking verdubbeld, als het getal gestorvenen tot 
dat der geborenen 'sjaars in reden staat als p:g ? 

Na de algemeene oplossing te nemen a — 3 mil- 
lioen:, D= 60, 000 sen pige 0.0; 
(Eindex.-H. Bi S. 19975) 


De redactie van dit vraagstuk laat twee lezingen toe en ds 
daardoor onduidelijk. 
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Eerste lezing. 


Er staat, dat er jaarlijks gemiddeld b menschen sterven. 
Het aantal stervenden is dus constant, daarmee is ook het 
aantal geborenen en de vermeerdering der bevolking per jaar 
constant. 

Van deze lezing uitgaande is het vraagstuk wel wat ge- 
makkelijk voor een eindex. H. B. S. en heeft men de vol- 
gende oplossing. 


Per jaar gaan er b inwoners af, terwijl er Ee X b bijkomen. 


p 
vermeerderd. Zal de bevolking verdubbeld worden, dan moeten 
er 4 menschen bijkomen. Dit zal dus gebeuren na 


Het aantal zielen wordt dus gemiddeld met 5 ze 


g—p) b ap. 
Ui Er jaar. 
p Q=p)0* 
Neemt men hierin a = 3000000, b == 60000 enp:g=5:6, 
ap ____ 3000000 x 5 


dan is = 250 jaar. 


(q — p)b (6 — 5) 60000 
J.B. Bakker; A. Lenstra; C. Bruo; W.H. DrerMar ; 
J. Hommes, H. pe Vries; v.D. War & Verporer; R. v. W. 


Andere lezing. 


De bedoeling in de opgaaf zal wel zijn, dat er het eerste 
jaar b sterven, en dat de verhouding der gestorvenen en ge- 
borenen bij de jaarlijksche toename der bevolking p:g blijft. 

Immers, nu het land a zielen telt, sterven er b. Maar als 
het land er meer heeft, is het regel, dat er in dezelfde ver- 
houding als a:5 sterven, althans zoo men niet in het vraag- 
stuk genoemde oorzaken buitensluit. Van deze lezing uit- 
gaande, is het gehalte van het vraagstuk in overeenstemming 
met de overige vraagstukken van dat examen en heeft men 
de volgende oplossing. 

Overledenen b; verhouding geborenen tot overledenen g : p, 


dus geborenen Î X bh; vermeerdering (2 — 1) bm (q-=p)8 
p Pp p 


. . hd ap . 
l sdi, EL etn ° 
op een bevolking van a zielen; d,‚i, 1 op EDT zielen 
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Voor elke — bij het begin van een jaar zijn er dus _ 


ND 


Ea aan het einde van een jaar. 
(q— p)b 
Dat is, het aantal zielen vermenigvuldigt jaarlijks met 


(a —b)p + bq 
ap ' 


verdubbeld is, dan is 


ap uE 
gepist! pe 


Stelt men nu, dat de bevolking na x jaar 


md 
q 

ebr | 
ap 


« log — log 2 


e= logs E log? Sn 
oe je RO dg _ log [(a —b) p+-bg]—(log a-tlogp) 
ap 
Voor a, b, p en q de opgegeven waarden nemende, vindt men 
log 2 

® log [G000000—60000)x560000X6]—{10g3000000+10g5) 
SO ee 173 jaar en 7 maanden ongeveer 
00017331 neeh eee 


E. Siecers; A. G. Dn. B.; J. H. S. 


Lt = 


1537. De waarden van v, y en z te vinden uit de vergelijkingen: 
vdytezd4l, 2? Hy? dz =725, ze == 168. 
(HBS. 516755 1582) 

… Oplossing. 
Uit de gegeven vergelijkingen leiden we gemakkelijk af: 

(edy det zat Hy? Jet ay J- Zwe H- 2y2 = 1681 

ary? Jz? — {25 
Jayde Wye= 956 
2x2z == 336 
2zy J 2ye == 620 
yled-z) == 810 (1) 
Uit vd y te=—=4l volgt: 2 Je=4l—g. 
Substitutie van deze waarde van & +z in (1) geeft 
y(41l—y)=810 of 2 — 41y +310 =0 
Y—10(y—31)=0, 
dus y—=10 of y= 831. 


8 pb 
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a. Voor y=10 krijgt men: vtez=—=8l; s=3l—2, 
dus zz —= 312 — 2? —= 168 of 22 — 31e J 168 = 0 
(21) (224) =0, dus 2=7 of 2 == 24. 
b. Voory —=81, vindt men op gelijke wijze 2 = 5 + 1v/—148. 
_ In ’t geheel voldoen de volgende stellen : 
tk gj 10 en z—=24, 
tn 44 g=il0cen 2 :k, 
30, zb 148; yY=3t en z=b hv —148, 
4 gb —143; g=3l en z= br — 143. 
| Alle inzenders. 


1538. B 


VEE Val 


(H. B. 9, 1867.) 


B Er NE) 
[atelier (oe) 
[le mn zere) 
als B 
À 
ie 


elf 
ne Ee 


Il 
gee 
Bl 
% 
Do 
X 
B 
Ad 
8 
<= 
Xx 
Ne 
RE 
55 
Ss, 
Ee 


=V a OTA 5 2 ettgt | 
Vv LZ Y ny 
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1 VE 72 1 72 
z-X\/- 23playld — 3yläyls 
7 ie ely rid RE y 


72 


1 
T ey E. Sirarrs; J. Hommes; J. H. S. 
Tweede oplossing. 


Oet Tt 12 13 
ven" et (el tr) 
orm 23 xe | 5? Y (2 Y der 
ee 11 etl ete À ek en 
= Ve XP 54 Y xv (2 % en 


TRES Heen 12 tas 
=V2 “xp de 3, Lry PE 





1 —l 
VAE 
1 l dE 1 
Nr Oh gp 
1 1 Î 1 1 1 
ot Sr Ue 9 EN 
— en == 36, 3 6 
26p 364 3 6 
225 2 2 8 
2 VV vst 7 
TEER KRG UE 22 
3 RISE et y \ xy y 
v. D. War & VerBoren; DeELMAN; LENSTRA; BR. v. W. 
Derde oplossing. 
1 — 1 1 
Men heeft: z= 2 Ln ee Als we nu 
v y 


ook nog gebroken exponenten bezigen in plaats van wortel- 
teekens, dan wordt de vorm : 


[eter tar tege at, Pet) 


@ 


A. G. p. B.; H. pe VRIES. 
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(104) 1°8 (e°) 
MR OpIOsN sE 
( 1010) log w 
(H. B. S. 1867.) 
Oplossing. 

Uit de gegeven vergelijking volgt terstond 
(10% „)e8 (2) == (1042) log 
(104m)? log __ (104 z)° log z. 


« log z log (1044) = 5 log « log (LO* x) 
«log « (4 J- log 2) = 5 log « (4 + log z) 
(rz — 5) log (4 + log) = 0 
Hieraan wordt voldaan door te nemen : 
le, #—5=—=0,dusr =d, 
Ze logs —=0. dus.e =1, 
3e. 4 logs —=0, dus loge = — 4 en # = 0,0001. 
GRAVER; LENsTRA; BAKKER } v.D. War & VERBORGH; 
AG aDsbsseRs Var We 


Tweede oplossing. 


Teller en noemer zijn machten van dezelfde basis en zijn 
gelijk. Dit kan het geval zijn: 

a) als die basis — 1 is; dan kunnen de exponenten ver- 
schillen. 

b) als de exponenten gelijk zijn. 

We hebben dus uit het gegevene de 2 vergelijkingen : 

(1) 10441, waaruit == 1: 10*= 0,0001. 


(2) log (2°) = 5 log z. 
Schrijven we voor de 2e vergelijking : 
xloge =blogez of (z —5)logr =0, 
dan is òf + —5==0, zoodat #=J-5, 
df logo = 0, zoodat z = 1. H. pe VrRrnS. 


1540. Iemand wil zijn huis verkoopen. A biedt f 48000 te 
betalen over 12 jaren; B wil gedurende 12 jaren aan 
het eind van ieder jaar f 3200 betalen ; C biedt f 10000 
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contant en aan het einde van elk der eerste 7 jaren _ 
f 3400. Wie doet het voordeeligste bod, als men den 
interest van het geld op 4°/, stelt ? 

(HH B;eS: 18695) 
Oplossing. 


A biedt f 48000 te betalen over 12 jaren. 
Wat B betalen wil, kan in 12 jaar aangroeien tot 
OEI HLOEIOH …HLO4H")=f3200= POE £ 3200= 
) 
(1,041? — 1) X f 80000 — 0,601032 x f 80000 —= f 48082,56. 
Hetgeen C biedt, beloopt na 12 jaar aan kapitaal en interest 
1,0412x f 10000 (1,04! 1H 1,0410H 1,045) Xf 3400= 
1,041? — 1,045 
Ee Or en Xx f 3400 
== 1,041? Xx f 10000 + (1,041? — 1,045) x f 85000 
== 1,601032 x f 10000 + (1,601032 — 1,216653) X f 85000- 
== f 16010,32 + 0,384379 x f 85000 
—= f 16010,32 Jf32672,2...—=f 48682,5 .… 
Voor den verkooper doet C dus het voordeeligste bod. 
J.H.S.; H.pe Vries; DerumAN; Hommes; Sriecers; R. v. W. 


Tweede oplossing. 
De interest wordt gerekend op 4 0/,. 
f 48000 over 12 jaren te betalen staat gelijk met f 


die nu betaald wordt. 

Wordt gedurende 12 jaren aan het einde van ieder jaar 
J 8200 betaald, dan is de contante waarde van die 12 keeren 
f 3200 = 


48000 
1:04 


3200 3200 200 3200 
1,04 tf oa tf ronte RE 
1 
= 3200 (irr +rgir Hush se 1) gulden 
1 
EN Ln 

ED (ros d ld 
T 104 =1 ho 


Ee Tien 
EK (04: 1) gld, 
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Wordt gedurende 7 jaren aan het einde van elk jaar f 3400 
betaald, dan is de contante waarde van die 7 keeren f 3400 == 


1 1 1 
3400 (Grot iet eren e ord zor ) ld. = 
3400 x pet id — 85000 0471) gld. 
Re KDE )s 
48000 


Het bod van A staat dus gelijk met een bod van LO4r: 
ì 


op dit oogenblik, het bod van B met een bod van 


EL EE (1,0412 — 1) op dit oogenblik en het bod van C met 
) 


een bod van ijk 89000 4 047 — 1) Hf 10000 op dit oogenblik. 


1,047 
Berekening van de contante waarden : 
Ste gen ==, dan is log 48000 — 12 log 1,04 =1 
1,047? ) 8 * 08 2. 
of 4,6812412 — 12 Xx 0,1703334 = log z, 
4,47681112 ==logz 
400806D raze. 


Het bod van A staat dus gelijk met een bod van f/ 29980,65... 
thans te betalen. 
St el Toi (1,041? — 1) =z, dan is 
log 80000 + log (1,04!2 — 1) — 12 log 1,04 —= log z 
of 4,90309 En log (1,0412 — 1) — 0, 20440008 — == log x. 
Berekenen we eerst log (1,041? — 1) 
Zij 1,041? —y, dan is 12 log 1,04 =logy, 
0,20440008 —= log 4 , 
É 1,601032=—= y. 
Dus 1,041? —=1,601032 en 1,04!2 — 1 = 0,601032. 
Nu is log 0,601032 — 7,7788976 — 1. 
Dus 4,90309 + (0,7788976 — 1) — 0,20440008 == log z 
4,47158752 — log z. 
30032,22= z. 
Het bod van B staat dus gelijk met een bod van f 30032,22 


thans te betalen. 


Ta 
| | | B 
TEA OE d 
Stel 500 047 — 1)=s, dan vinden we, daar Ln 
85000 rt 
Li ee 
1,047 — 1,8159317, en dus z =ar5o: Braosir 20 3159317 <a 


= 20406,98... (Bewerkijd als boven). 
20406, 98 + 10000 —= 30406,98. 
Het bod van C staat dus gelijk met een vod van f 30406,98 , 
nu te betalen. Le 
Het bod van C is dus het voordeeligst voor den verkooper. 


en 


A. Lenstra; OQ. Bruo; V. Dn. WaL en VERBORGH. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


490. Twee gegeven lijnen snijden elkaar in O. Op de eene 
is een punt A, op de andere een punt B willekeurig 
aangenomen, en daarop een A ABC met gegeven hoe- 
ken geconstrueerd. De / C is gelijk aan den hoek — 
bij O en ligt met hem aan dezelfde zijde van AB. 
Bewijs, dat C altijd op dezelfde door O gaande rechte 
ligt, hoe men A en B ook nemen moge. ten d 


Oplossing. 


De cirkel, die door A, B en C gaat, gaat ook door 0, 
daar /O=/ C. (Zij O gelegen aan de rechterzijde van BC) 
Nemen wij nu twee nieuwe punten A’ en B' en beschrijven _ & 
wij nu een cirkel door A’, B' en O, dan zal die cirkeldelijn 
OC in zeker punt, stel C’, snijden. Verbinden wij nu C' met 
A’ en B', dan ontstaat er een driehoek A'BC', waarvan we 
nu en bewijzen, dat hij gelijkhoekig is Dien A ABC. 
LORO AC 
ZL A’ =180° — / BOC' == 180° — Z BOC = In 
als overstaande hoeken in een koordenvierhoek. | 
Als twee hoeken in een driehoek gelijk zijn aan twee hoe- 8 
ken van een ander, zijn ook de beide overige hoeken gelijk. — 
Daar uu op A'B' maar één driehoek met gegeven hoeken — 
te construeren is, als de tophoek En minste, zooals geer De 
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is, steeds aan dezelfde zijde van de basis moet liggen, is 
hiermede de gegeven stelling bewezen. C.F, A. ZeRNIKE. 

(In de figuur is ondersteld, dat O rechts van BC ligt, 
zoodat OCC’ eene rechte lijn is. 

Ligt O aan de linkerzijde van BO, dan is OC'C eene rechte 
lijn en men neme B' in plaats van A’, dan toch is 

ZB =180° —Z AOC =180° — 4 AOC=/ B 
en verder als boven.) 
Tweede oplossing. 

Op een van twee elkaar in O snijdende lijnen is een punt 
A, op de andere een punt B willekeurig aangenomen, en 
daarop een A ABC geconstrueerd, zoo dat de / C gelijk is 
aan den hoek AOB en / CAB == een gegeven. hoek a. 

Is 4 OAB { a, dan valt C aan denzelfden kant van OB, 
als waar OA ligt. Daar / ACB =/ AOB, is vierhoek ABOC 
een koordenvierhoek , dus 
LBOC + / BAC = 180° en BOC == 180°—/ BAC = 180°—a. 

Is Z OAB =a, dan valt C samen met O. 

Is Z OAB > a, dan valt C, aan den anderen kant van 
OB, als waar OA ligt, Daar Z A,C,B,=Z A,OB, is, is 
nu vierhoek A B,C,O een koordenvierhoek, dus 

O0 BA Or=d: 

Het punt C ligt dus steeds op de lijn POQ, die met de 
lijn OB een hoek BOQ maakt — den gegeven hoek a. 

W. Meiser. 


__ Schriftelijk werk voor het toelatingsexamen tot de Kon. 
Mil Academie (18—23 Juli 1898). 
Meetkunde, 
TI. Van een driehoek ABC, waarin M het midden van BC 
__en AD de deellijn van hoek A is, is gegeven hoek MAD, de 
_ lĳn AM en de som der zijden AB en AC. Men vraagt den 
driehoek te construeeren. (3/, uur.) 
MH, Van een regelmatige vierzijdige pyramide TABCD is 
het grondvlak ABCD een vierkant met a tot zijde, en de 
k hoogte — h gegeven. Men brengt door het hoekpunt A een 
_ vlak loodrecht op da opstaande ribbe TC. Bereken het op- 
_ pervlak van den vierhoek, vo'gens welken dit vlak de pyra- 
mide snijdt. (Supplement, X , no. 799.) (L uur.) 
De Vriend der Wiskunde. XL. 18 
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III. Op een bol zijn twee elkaar rakende kleine cirkels 
getrokken, welker stralen 1 en 1/3 zijn. Indien de vlakken 
dier cirkels een hoek van 30° met elkander maken, vraagt 
men te berekenen: den straal van den bol, de grootte van 
het boloppervlak door die cirkels begrensd en den inhoud van 
het deel des bols, tusschen beide vlakken begrepen. 

(Supplement, X, no. 800.) (/, uur.) 

Stelkunde. 

IL. Voor welke meetbare waarden van a en b heeft de ver- 
gelijking (9 + 4v 5)? — (3 4-5) H(aHb1v5)=0 twee 
geliĳke wortels? Voor de bedoelde waarden van a en b kan 
uit het eerste lid de vierkantswortel getrokken worden ; welke 
is die wortel ? (:/; uur.) 

IT. Iemand houdt van zijn inkomen maandelijks f 10 over, 
welke hij in een spaarbank wenscht te beleggen. Deze spaar- 
bank schrijft telkens na verloop van 2 maanden de versche- 
nen rente, naar den maatstaf van 3°/, 'sjaars, bij het tegoed 
van den inlegger. Welk verschil maakt het nu voor den in- 
legger op zijn tegoed na een tijdsverloop van 5 jaren, of hij 
bij het eind van elke twee maanden f 20, dan wel bij het 


eind van elk halfjaar f 60 inbrengt ? (5), uur.) 
III, Los # en y op uit de vergelijkingen : 
5 9 


(De Vriend der Wiskunde, XIV, no. 1557.) (Ll uur.) 
Beschrijvende Meetkunde. 

TJ. Door een gegeven punt een lijn te trekken, die een 
gegeven lijn op een gegeven afstand rechthoekig kruist. (Ì uur.) 

IL. Een drievlakkenhoek ABCD is door zijn drie zijden 
gegeven. De zijde BAC is in het vlak van teekening gelegen, 
terwijl de zijden DAB en DAC in dat vlak zijn neergeslagen, 
respectievelijk om de ribben AB en AC. Bepaal de projectiën 
op het vlak van teekening van de ribbe AD, en van twee 
punten P en Q,‚ ieder in een der zijden DAB en DAC ge- 
legen, benevens de afstanden dier punten P en Q tot de 
zijde BAC. | (1 uur.) 

III. Een afgeknotte pyramide staat met haar grondvlak 
ABC op het horizontale vlak; door het hoekpunt is in het 
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horizontale vlak een lijn AP getrokken. Gevraagd de beide 
projectiën te bepalen van de afgeknotte pyramide, nadat deze 
om de lijn AF gewenteld is, totdat de in A uitkomende op- 
staande ribbe ligt in een vlak, dat door AP gaat en een hoek 
van 45° maakt met het horizontale vlak. (Dit vlak aan te 
nemen met de opening van den hoek naar rechts gekeerd.) 





(1 uur.) 
Gonio- en Trigonometrie. 
I. Te bewijzen: 
tang 2a __ tanga + cot a 4 
1 —cos2a tanga —cota En, (3/, uurs 


(Supplement, X, no. 796.) 

If. Bepaal de waarden van p, die voldoen aan de verge- 
lijking : (8 — 5 cos 2p) sin 3p — sin p = 0. (1 uur.) 

(Supplement, X , no. 797.) 

III. Van driehoek ABC zijn gegeven : hoek B =37°35'13", 
de omtrek == 9,7325 M. en de straal van den omgeschreven 
cirkel — 28312 M. Bereken de onbekende elementen van den 
driehoek. (Supplement, X, no. 798.) (15 vuur.) 

Mechanica. 

1. Van een vaste katrol is de straal r# = 2 dM, de straal 
p der spil (tap) — 1 cM. Aan een der touweinden hangt een 
gewicht L van 50 KG. Men vraagt te bepalen de grootste en 
de kleinste waarde van een kracht K,‚ die aan het andere 
einde verticcaal naar beneden moet werken, om het gewicht 
L in evenwicht te houden. De coëfficiënt der tapwrijving 


BS 75 het gewicht der schijf, alsmede de dikte en de stram- 
heid van het touw worden verwaarloosd. De gebezigde for- 
mule af te leiden, | (1 uur.) 

II. Een homogene staaf AB rust in A op een ruw hori- 
zontaal vlak (wrijvingshoek p — 30°); het einde B is beves: 
tigd aan een touw, dat over een gladde horizontale pen ge= 
legd is en aan het andere einde een gewicht P draagt. In- 
dien de lengte van de staaf — 21, haar gewicht G = Py2 
is, vraagt men de hoeken « en @ te bepalen, die staaf en touw 
in den uitersten evenwichtsstand met den horizon maken. 


(1 uur.) 
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III. In het laagste punt A van een vertikaal gestelden 
gladden stoffelijken cirkel, straal #, wordt aan de binnenzijde 
een kogel geplaatst, waaraan tegelijkertijd in de richting der 
raaklijn een snelheid V ‚ medegedeeld wordt. Deze kogel ver- 


laat den cirkel in een punt P, waarvan de straal met de 
horizontale middellijn een hoek van 30° maakt. Gevraagd de 
snelheid V,,de snelheid Vj in P; alsook waar de kogel na 


het verlaten van den cirkel de horizontale middellijn zal treffen. | 


Versnelling der zwaartekracht = g. CLUE 
Natuurkunde. 
I. De uitzetting der vaste lichamen. Bepaling van den 
lineairen of den kubieken uitzettingscoëtficiënt. (1 uur.) 


II. Men beschikt over 60 Bunsensche elementen , elk met 
een electromotorisch vermogen van 1,8 volt en een weerstand 
van 0,2 ohm. Men maakt hiervan een batterij van 20 ele- 
menten achter en 3 naast elkaar en verbindt de polen door 


draden, elk van : ohm weerstand met 2 klemschroefjes. Deze 


klemschroefjes worden verbonden door twee draden, die respec- 
tievelijk 3 en 6 ohm weerstand hebben. 

Gevraagd: 1. De stroomsterkte in elk der draden; 2. Hoe- 
veel zink lost in 1 uur in de batterij op, wanneer bekend is, 
dat 1 ampère in 1 uur 4 gram zilver uit een zilver-oplossing 


neerslaat. (Ag. = 108, Zn == 65.) (1 uur.) 
III. Het microskoop of één der verrekijkers. (Ll uur.) 
Scheikunde. | 


I. Bereiding en eigenschappen van Engelsch zwavelzuur 
(H, SO,) en bespreking van glauberzout (NA, S0,) of gips 
(Ca SO). (Ll vur.) 

IL. Opstel over lood (afscheiding uit ertsen, eigenschappen 
en gebruik) en loodwit; 

of: over zilver (afscheiding uit ertsen, eigenschappen en 
gebruik) en het onderzoek van zilveren voorwerpen op hun 
gehalte aan zilver. (1 uur.) 

III. Bereiding en eigenschappen der verzadigde kool- water- 
stoffen OC, Ho 2 in het bijzonder van methaan (CHÌ). 


(1 uur.) 
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Nederlandsche Taal, 


TI. Maak een opstel over één der volgende onderwerpen : 
1. Kiezen doet verliezen. 2. Nationaliteit. 3. Een winter 
zonder vorst. (2 uur.) 

II. Maak een opstel over één der volgende onderwerpen : 
_1. Vondel als lyrisch dichter. 2. De Génestet. 3. Bespreek 
een der romans van Van Lennep ot Mevrouw Bosboom — 
Toussaint. (L uur.) 


Fransche Taal. 


IL. Een opstel, naar keuze, over één der volgende onder- 
werpen: 1. Racine; une de ses tragédies. 2. Molière; une 
de ses comédies. 8. Un roman contemporain. (2 uur.) 

IL. Hen opstel, naar keuze, over één der volgende onder- 
werpen: 1. La veille de la Saint-Nicolas. 2. Les services 

que le chien peut rendre à l'homme. 3. Une excursion en 
bieyelette. (L uur.) 
Duitsche Taal. 


I. Een opstel, naar keuze, over één der volgende onder- 
werpen: a. Besprechung einer Dichtung von Goethe oder 
Schiller. 5. Besprechung eines deutschen Dramas. 

(Duitsche letter, althans voor een gedeelte van het opstel, 
verplichtend.) Lp UE) 

IL. Een opstel, naar keuze, over één der volgende onder- 
werpen : a. Wiedergabe einer deutschen Novelle oder Erzählung. 
b. Der Löwe. «. Beharrlichkeit überwindet alles. 

(Duitsche letter verplichtend.) (LERS UUES) 


Engelsche Taal. 


TI. Maak een opstel over een der volgende onderwerpen : 
1. The origin and growth of the English Drama up to Shake- 
speare. 2. Shakespeare and a short outline of any of his 
dramas. 3. Lord Tennyson and an outline of one of his 
poems. (blt uurs) 

IT. Maak een opstel over een der volgende onderwerpen : 
1. The Coronation of our Queen. 2. The War between the 
United States and Spain. 3. The Holidays. (L!/, uur.) 
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Het mondeling examen loopt bovendien over de vakken 
Rekenkunde, Geschiedenis, Aardrijkskunde, Cosmographie, 
Staatsinrichting en Staathuishoudkunde. 


Analytische methode bij het oplossen van werkstukken. 


Een werkstuk wordt volgens de analytische methode opge- 
lost, als men de gezochte figuur als reeds geconstrueerd on- 
derstelt en nu nagaat, uit welke andere meer eenvoudige figuur 
de eerste zou kunnen worden afgeleid , vervolgens zoekt men 
eene derde nog gemakkelijker figuur, waaruit deze tweede kan 
worden gevonden, en zoo vervolgens tot men aan eene figuur 
komt, die bekend is, of ten minste aan eene, die onmiddel- 
lijk kan worden geconstrueerd. 

Deze laatste figuur wordt dan eerst geconstrueerd, daarna 
de daaraan vcorafgaande figuur en zoo achtereenvolgens alle 
figuren, fot men aan de eerstgevraagde komt. 

We willen dit door een voorbeeld ophelderen. 

Zij gevraagd een cirkel te construeeren, die 3 buiten elkaar 
gelegen cirkels aanraakt. 

Als A, B en C de 3 gegeven cirkels zijn, waarvan we de 
stralen respectievelijk door 7, 7, en r, aanduiden en D het 


middelpunt is van den gevrâagden cirkel, beschrijven we uit 
het middelpunt D met den straal DA een cirkel, dan zal deze 
hulpeirkel raken aan de twee cirkels, die uit de middelpunten 
B en C met stralen BE =r,— r, en GOES r, — 7, beschre- 


ven zijn. (In de figuur onderstellen we r, Gt Sr) 


Het werkstuk is dus teruggebracht tot het volgende: 

Een cirkel te construeeren, die door een punt A gaat en 
twee gegeven cirke's BF en CG aanraakt. 

Onderstellen we de constructie uitgevoerd en trekken we de 
raaklijn FG, die de lijn der middelpunten BC in B ontmoet, 
dan is E het uitwendig geliĳjkvormigheidspunt. Trekken we 
uit E door A eene rechte, die den cirkel DA in H ontmoet, 
dan is EA.EH = EF. EG 
dus, om het punt H te bepalen, ís het voldoende een cirkel 
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te construeeren door de punten A, F en G; vervolgens den 
gevraagden cirkel, die door twee bekende punten A en H 
moet gaan, zoodat het werkstuk teruggebracht is tot het volgende: 

Construeer een cirkel, die door twee gegeven punten A en 
H gaat, en die een gegeven cirkel raakt. 

Dit werkstuk wordt teruggebracht tot het construeeren van 
een cirkel, die door drie gegeven punten gaat. 

Men moet nu elk werkstuk afzonderlijk nagaan, ten einde 
geen oplossing over te slaan. 

Het vierde (laatste) werkstuk : 

Hen cirkel te construceren, die door drie gegeven punten gaat 
heeft maar eene oplossing, dewijl er maar / cirkel door 3 
gegeven punten geconstrueerd kan worden. 

Het derde werkstuk: 

Hen cirkel te construeeren, die door 2 gegeven punten gaat 
en een gegeven cirkel aanraakt, heeft 2 oplossingen, zoodat 
er 2 cirkels aan die vraag voldoen. 

Het tweede werkstuk: 

Een cirkel te construceren, die door een punt gaat en twee 
gegeven cirkels aanraa!t heeft 4 oplossingen, zoodat er 4 
cirkels aan die vraag voldoen. 

Ten slotte heeft het eerste werkstuk : 

Hen cirkel te construceren, die drie gegeven cirkels aanraakt 
8 oplossingen, zoodat er 8 cirkels aan de vraag voldoen en wel 

D, raakt A witw., B witw. en C witwendig. | 


D, „ A inw, Biw. „ C inw. 
D, „ A inw., Bim. „CC uitw. 
D, „ A uitw.,B uitw. „ C inw. 
D, „ A uitw.,B inw. „ C uitw. 
D, „ A-inw., B uitw. „ C inw. 
D, „ A inw., B uitw. „ C uitw. 
D, „ A uitw.,B inw. „ C ónw. 


| BIBLIOGRAPUIIE. 

J. Versuuys, Meetkundige Vraagstukken voor Uitgebreid Lager 
en Middelbaar Onderwijs. Eerste stukje. Zesde druk. Am- 
sterdam, 1898, A. Versluys . « « « … « « … f 0,40 
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Berekening der lijn van Simsor. 


Wanneer men om een driehoek een cirkel heeft beschreven 
en uit een punt van den cirkelomtrek drie loodlijnen trekt 
naar de zijden van den driehoek of’ hare verlengden, dan 
liggen die drie snijpunten in een rechte lijn, welke de lijn 
van Simson wordt genoemd. 

N.B. De basis van een gelijkbeenigen driehoek is een lijn 
van SrMsON. 


Van een A ABC is: AB = 15, AC —=14 en BC —=13cM. 
Uit het hoekpunt B laat men een loodlijn BO op AC neer. 
Door het snijpunt O der lijnen BO en AC gaat een lijn van 
Simson. Hoe lang is die lijn ? 

Verleng in de figuur BO tot zij den cirkel in K snijdt, 
dan moet K het bedoeldo punt op den cirkelomtrek zijn. Zij 
nu verder PK loodrecht op AB en KQ loodrecht op BC ; trekt 
men dan PO en OQ, dan moeten deze lijnen in cene rechte 
lijn liggen. 

Bewijs. De AA APK en AOK zijn rechthoekig in P en 
O, terwijl AK de gemeenschappelijke hypotenusa is. Hierdoor 
weten wij, dat APOK een koordenvierhoek is, dus 

| LEAKP =O 

Eveneens is de vierhoek KOCQ een koordenvierhoek, omdat 
L KOC=/ KQO == 90° is, dus is ook 7 CKO SR 

Verder weten wij dat, ABCK ook een koordenvierhoek 
zijnde, / PAK — 4 KCQ moet zijn ; de rechthoekige A A PAK 
en CKQ zijn dus gelijkvormig, zoodat / AKP =4Z CKQ is. 

Wij hebben alzoo: / AKP =—=/ AOP 

LECK EE 5 | 

Maar nu / AKP —=/ CKQ is, moet ook / AOP —= / COQ 
zijn. Iieruit volgt, dat POQ een rechte lijn moet zijn, de 
lijn van Simson. 





Berekening der gevraagde lijn. 

Volgens zeer bekende formules vinden wij in de figuur: 

OB = 12 cM.,‚, AO =9 eM:, CO = 5 oM. en OK =S 310 EME 

Door den koordenvierhoek PBQK en het theorema van 
MereLavs hebben wij: 
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PK.BQ+PB.KQ=BK.PQ, 
PK X BQ + PB x KQ 
dus PQ Sman BEER tt . 
Zoeken wij nu eerst de onbekende grootheden uit het laatste 
lid dezer vergelijking. 
De AA ABO en PBK zijn gelijkvormig, dus: 
AB:BK = AO :PK = BO: BP, 
BK xAO 15,75 X 9 


BK x BO 15,75 x 12 
Een en == M. 
PB = AB 15 eM. = 12,6 e 


Werder zijn cok de AA BKQ en BOC gelijkvormig, dus : 
BRB KO O0 BOBO'S, 
BK Xx OC 15:75 5 315 
BORE Ta 
BK BOB BO 
BK XxXBO 15,75 x 12 
BQ= 0 = EE EEM. = 1de 
Nemen wij de vergelijking 
NKO 
En BK 
weer. op en substitueeren wij daarin de bovenstaande verkregen 
waarden, dan hebben wij: 
189 x 189 63 _ 315 


of Kl 





pq= 25 F5 “Ez 8X3X63 + 503 venir 
Fr 63 E 65 Et 
EA 
D. Dr. ». J.M. 


Iets over foufen. 


(Antwoord op eenige vragen). 

Na het plaatsen van n°. 41511 op blz. 143 zagen we en 
vernamen we ook van anderen het foutieve teeken —= in 
plaats van het teeken {. 

Bij het afdrukken van den omslag voor afl. 4 is de regel 
„Verander in n° 1511 bl. 143 = in {’ 

tot ons leedwezen bij de correct'e weggevallen. Daarom 
hebben we die correctie nog meegedeeld op- den omslag van 
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afl. 5 met eene herhaling van de goede opgaaf en tevens. op 
blz. 211 vermeld, dat de oplossing in de volgends afl. komen 
zou ten einde een ieder nogmaals in de gelegenheid te stellen 
de oplossing te kunnen inzenden. 

Het ontvangen eener mededeeling omtrent eene drukfout 
stellen wo zeer op prijs, doeh men duide het ons niet euvel, 
dat we het antwoorden daarop per brief of brief kaart achter- 
wege moeten laten. 

Bij het inzenden van opgaven lette men toch vooral op of 
er ook echrijffouten in voorkomen. 

Staat er bijv. in een vraagstuk: „aan het einde’, dan leze 
men niet: „aan hut begin’. Men bekomt in dat geval een 
geheel ander vraagstuk en kan dan zoeken gaan naar eene 
vermeende fout, als men de oplossing, die bij de eene opgave 
behoort, plaatst onder de andere lezing van het vraagstuk. 

Zoo plaatsten we in „De Vriend der Wiskunde” IX, bl. 270 
ne 1299, 

„Tot vorming van een kapitaal wordt gedurende 15 jaren 
aan het begin van elk jaar f ‘000 gestort. lit moet met 
de rente à 5 9, aan het einde van elk der eerstvolgende 
20 jaren in gelijke sommen worden uitgekeerd. Hoe groot 
is de jaarlijksche uitkeering?”’ (Ex. Wisk. L. O. 1895). 
Antwoord: f 18 8,10. 

Na de plaatsing vernamen we, dat het f1731,52 zijn moest. 
We schreven daarop, dat zulks onju'st was en hoorden er 
verder niet meer van, tot we onlangs van de opgave 1293 
de volgende afwijkende opgave ontvingen. 

„Tot vorming van een kapitaal wordt gedurende 15 jaren 
aan het begin van elk jaar f 1000 gestort. Dit moet met 
de rente à 5% aan het begin van elk der eerstvolgende 
20 jaren in gelijke sommen worden uitgekeerd. Hoe groot 
is de jaarlijksche uitkeering’” (Ex. Wisk. L O. 1895). 
Antwoord: f 1731,25. | 

Nu bekwamen we na het schriftelijk examen in 1895 de 
opgaaf, zooals zo onder n°. 1293 is vermeld. De lezer heeft 
blijkbaar de onderste gewijzigde opgave verward met die in 
1293. Nu is echter. f.1818,1051 05 Sif 17102: 

Zoo vroeg men ons dezer dagen, wat wel „expententen”’ zijn. 


» 
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Ë 


Het antwoord op dio vraag zouden we niet kunnen geven, 


_als we het niet juist zeer duidelijk geschreven hadden aangetroffen 


in eene oplossing bij n°. 1538. De vrager zal daaruit wel 
begrijpen, dat het eene ln schrijfwijze is van het woord 
exponenten. 

Hoe komt men er toch aan, ons zoo iets te schrijven ? Zoo 
stond er ook eens in eene Be van een vraagstuk het 
woord „koffiecenten’’ in plaats van eoöfficienten. 

Is dat nu cen-niet-beter-weten of ....? 


OPGAVEN, 
waarvan de oplossingen vóór den 15°" Februari 1899 franco 
bij den Redacteur A.J. van BrEEN te Arnhem 
worden ingewacht, 


1561. AlsN=a"" Xb, wat is dan de som van alle echte 
breuken, die het getal N tot noemer hebben en onver- 
eenvoudigbaar zijn ? H. VERHAGEN. 
(R. v. WaceninceN, Vr en Opg II, bl. 56 No. 36). 


1562. Een wijnkooper vermengt 7 L wijn van 1,20 gld., 


5 L. van 0,90 gld. en 9 L. van 0,80 gld. den L. Hij 
wil er wijn van 1,30 gld. den L. en water bijvoegen, 
maar 3 L. wijn meer dan water, om een mengsel te 
krijgen van 0,80 gld. den L. Hoeveel L. wijn van 
1,30 gl}. den L. moet hij nemen ? H. VERHAGEN. 
(N. L. W. A. GraveLaar, Opg. oef. pr. rek. $ 1 No. 2.) 


« 1563. Een vierzijdige pyramide heeft een rechthoek tot grond- 


N 


vlak en de top ligt in de loodlijn, die men in het 
snijpunt der diagonalen op het grondvlak kan oprichten. 
Zoo nu lengte, breedte van het grondvlak en de hoogte 
der pyramide zieh verhouden als 5:3 : 7, en de inhoud 
2 M? is, vraagt men de opstaande ribben op l mM. 
nauwk te berekenen. H. VERHAGEN. 
(Verk. worteltr, bewerking volledig inleveren). 

1564, Had ik den M. laken 5°, duurder gekocht en 10°), 

duurder verkocht, dan zou de winst 35°, grooter 
geweest zijn. Als de werkelijke winst 60 eent per M. is, 
hoeveel is dan de inkoopsprijs per M.? H VerHAGEN. 
(S. pr Gasr, Opl. rek. vraagst., bl. 118, no. 159). 


1566. 


1567. 


1568. 


1569. 


„ 1570. 
1571. 


B157 
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. ’s Morgens te 6 uur vertrekt een wagen van P naar Q 


met een snelheid van 8: M. per seconde. Na aankomst 
te Q houdt deze E uur rust en komt naar P terug 


met een snelheid van 4 M. per seconde. Te 10 u. 10 mw. 


voormiddag ontmoet de wagen een voetganger, die om 
6 u. 50 voorm. uit P vertrokken was en met een snelheid 


1 
van 13 M. per sec. loopt. Hoe ver is P van Q ver- 


wijderd? (Hoofdacte Breda, 1898.) HH. VERHAGEN. 
A en B spelen. De sommen, die zij inzetten, zijn 
evenredig met het geld, dat zij bij zich hebben. Te 
zamen hebben zij f 4,80 bij zich. Wint A, dan ver- 
houdt zich zijn geld na het spel tot dat van B als 
23:7. Zoo B wint, dan heeft hij na het spel 5 maal 
zooveel als A. Hoeveel had ieder aanvankelijk ? 
(Hoofdacte Breda, 1898.) H. VERHAGEN. 
Op de bissectrix van een rechten / XOY neemt men 
3 punten A, B en C zoodanig, dat AB —= BC is. Uit 
A en C laat men loodlijnen AA’ en CC’ op OY neder; 
in B richt men eene loodlijn op OC op, die OX in D 
snijdt. Bewijs, dat het trapezium ACC'A' ende A ACD 
gelijken inhoud hebben. 
De waarden van x en y te bepalen, die voldoen aan 
x/ = 100 en (log ge == ide 
(Gewone logarithmen.) 
Men vraagt getallen te bepalen, die door 11, door 15 
en door 19 gedeeld zijnde, respectievelijk 1, 10 en 5 
tot resten overlaten. 
Herleid: v (15 — v/6 — 61/2) —v (15 +v6 + 61/2). 
Uit een punt A trekt men aan een cirkel O de raak- 
lijnen AF en AG en eene sniĳĳlijn ABD, die de raak- 
koorde in C snijdt. Bewijs dat: AB.CD =BC. AD. 
| J. L. BeRrTON. 
Op de hypotenusa BC en op de rechthoekszijde BA van 
den rechth. A ABC is buitenwaarts een vierkant ge- 


1573. 


1574, 


1575. 


1576. 


1577. 


1578. 


1579, 
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teekend , de naaste hoekpunten D en E dezer vierkan 
ten verbonden, en om den A DBE een cirkel gecon- 
strueerd. Als nu de straal van dezen cirkel — 7 en de 
hypotenusa BC = a bekend zijn, worden de recht- 
hoekszijden AB en AC gevraagd te berekenen , zonder 
trigonometrie. | Eeen. 

Op de drie zijden van den rechth. A ABC worden 
vierkanten buitenwaarts geconstrueerd en daarna van 
het vierkant BCFD op de hypotenusa het punt D met 
het punt E van het vierkant op AB en evenzoo F met 
het punt H van het vierkant op AC verbonden. Wan- 
neer gegeven is de straal van den cirkel om A DBE 


5 
B Dy! 8) en die van dezeeirkel om A FCH r‚=3713) 


vraagt men daaruit de zijden van den rechth. A te 
berekenen. Eger. 
Als men in een A ABC op de hoogtelijn AD een punt 
P aanneemt, uit B en C door P de rechten BPEÉ en 
CPF ‘trekt en D met E en F' vereenigt, bewijs dan, 
dat / BDF = / CDE is. (*) 
Op eene gegeven lijn als basis een rechthoekigen A te 
schrijven , zoodanig, dat het vierkant der schuine zijde 
gelijk is aan driemaal het vierkant der opstaande 
rechthoekszijde. 

Hoe vindt men in het been BC van den gegeven / ABC 
een punt P, zoodat, indien men uit P de lijn PQ trekt 
die met BC een hoek maakt gelijk aan een gegeven 
LK, en het been AB in Q snijdt, de som der lijnen 
PQ en BQ gelijk zij aan eene EE lijn mm? 


841 17 _ 232 
° Ai zn 
Oplossen : 272 Ben —- RE Dn +5. 


à alt 
Drie personen kunnen zeker werk in 15 week ver- 


richten; als zij het elk afzonderlijk maken, klimmen 
de tijden van A tot C in eene rekenkundige reeks op, 
welker som 18 is. In hoeveel tijd kan ieder het werk 


alleen doen ? 


Een kapitaal bedraagt met den interest op interest in 
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twee jaren f 8820 en in vier jaren f 9724,05. Hoeveel 
was het in 3 jaren? Hoe groot was het kapitaal en 
hoe groot is het percent ? 


1580. Bereken met behulp van een logarithmentafel : 


405. 


404. 


8 


50 + 81-250 
Piu 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
Los #, y, 2 en wv op uit: 
% 2a — u y 2b — u 
pe ren ET 
z 2e — U 
== EE 4 e LE 
ne (3) a dy? He m (4) 
J. L. B. 

















(Barpey , Quadr. Gleich., blz. 94, 57.) 

Op de zijden van een willekeurigen A beschrijft men 
buitenwaarts gelijkzijdige A A en om deze regelmatige 
AA cirkels. 

a) Men vraagt te bewijzen, dat het snijpunt dezer 3 
cirkels de eigenschap bezit, dat de som der afstanden 
van dit punt tot de hoekpunten een minimum is, m. a. w. 
dat de som der afstanden van eenig ander punt binnen 
den A tot de drie hoekpunten altijd grooteris. J.L. B. 

b) Tevens vraagt men binnen den driehoek een punt 
te vinden, zóódanig, dat de som der afstanden van dit 
punt tot de hoekpunten een maximum is. J. L. B. 


INHOUD. 
Blz. 


Register . . . „ESTE 
Programma Akte-e examen Wiskunde L. 0. (Vak po . 1 


Akte-Examen Wiskunde L. O , Dinsdag 2 Nov. 1897 , 


ed 


E. A. Visser, Verslag van een ESR examen Wis- 
kunde L. O0. 1897. RR 2 
J. Kooy, Kene merkwaardige BTN st 5 
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